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Geometrija

Deividas Morkunas

Uzdavinys 1. Let AABC be an acute triangle with orthocenter H. Line BH intersects the circumcircle of AABC again
at D. Prove that AC divides HD in half.

Uzdavinys 2. Let AD and BF be the altitudes of AABC, intersecting at the orthocenter H. Denote the midpoints of
segments AB and CH as X and Y, respectively. Prove that the line XY is perpendicular to the line DE.

Uzdavinys 3. ABC is a triangle of area 4 with circumcenter O and M is the midpoint of AO. We choose the points P, Q
on the sides AB and AC respectively such that M is at PQ and segments BC and PQ are parallel. Suppose the area of the
triangle APQ is 1. Calculate the angle BAC.

Uzdavinys 4. Inside parallelogram ABCD is point P, such that PC = BC. Show that line BP is perpendicular to line
which connects middles of sides of line segments AP and C'D

Uzdavinys 5. Let ABC be an acute triangle. Let D be a point on the line parallel to AC that passes through B, such that
/BDC =2/BAC as well as such that ABDC' is a convex quadrilateral. Show that BD + DC = AC.

UzZdavinys 6. Let ABCD be a square. Let M and K be points on segments BC and C'D respectively, such that MC = KD.
Let P be the intersection of the segments M D and BK. Prove that AP is perpendicular to M K.

UzZdavinys 7. We are given a semicircle k& with center O and diameter AB. Let C' be a point on k such that CO1AB. The
bisector of ZABC intersects k at point D. Let E be a point on AB such that DE 1L AB and let F' be the midpoint of C'B.
Prove that the quadrilateral EFCD is cyclic.

UZdavinys 8. Inside the parallelogram ABCD, point E is chosen, such that AE = DE and ZABFE = 90°. Point F is the
midpoint of the side BC' . Find the measure of the angle Z/DFE.

Uzdavinys 9. Let AABC be an acute triangle with orthocenter H. The circle I with center H and radius AH meets the
lines AB and AC at the points E and F respectively. Let E’, I’ and H' be the reflections of the points E, F' and H with
respect to the line BC, respectively. Prove that the points A, E’, F/ and H’ lie on a circle.

UZdavinys 10. Let ABC be a non-right isosceles triangle such that AC = BC. Let D be such a point on the perpendicular
bisector of AB, that AD is tangent on the ABC' circumcircle. Let E be such a point on AB, that CE and AD are perpendicular
and let F' be the second intersection of line AC and the circle CDE. Prove that DF and AB are parallel.

UzZdavinys 11. We are given a triangle ABC such that ZBAC < 90°. The point D is on the opposite side of the line AB
to C such that AD = BD and ZADB = 90°. Similarly, the point E is on the opposite side of AC to B such that AF = CE
and ZAEC = 90°. The point X is such that ADXF is a parallelogram. Prove that BX = CX.

Uzdavinys 12. Let A, B,C, D, E be five points on a circle such that |[AB| = |CD| and |BC| = |DE|. The segments AD
and BFE intersect at F'. Let M denote the midpoint of segment C'D. Prove that the circle of center M and radius M E passes
through the midpoint of segment AF.
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Vidurkiai teigiamiems skai¢iams x1, s, ..., Tn:

Aritmetic mean: W’

Geometric mean: Y/T1x3...Lp;

2 2 2
Quadratic mean: 1/ W,
n

Harmonic mean: —2>—.
armonic mean: T —— T

QM > AM > GMIE HM. Jei viena i3 nelygybiy yra lygybe, tada 1 = 9 = ... = x,,. Tada visos nelygybés yra lygybés.
Cauchy-Swartz nelygybé: Jei x1, zo, ...z, it y1,y2, ..., Yn yra teigiami, tada galioja

(2] + 23+ .+ 22) (Y +y3 + o+ y2) = (T1y1 + T2yz + o+ Ty

T2 — Ty

Lygybé galioja tada ir tik tada, jei ===

Jei duota, kad a, b, c yra trikampio krastinés, daznas keitinys yra a = ¢ + y,b = 4+ 2,¢ = y + z, tada zinome, kad
z,y,z > 0.

Uzdaviniai:
Uzdavinys 1. Irodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais skai¢iais a, b teisinga nelygybé

a+b < a n b
l14a+b 14a 140

Uzdavinys 2. [rodykite, kad jeigu 0 < z,y,z < 1, tai

T Y z

<
T+y3+ 23 TS +7+x3+y3 -

1
3
Kada galioja lygybé?

Uzdavinys 3. Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiCiais a, b teisinga nelygybé

a* + a?b® + vt N a3b + ab?
3 - 2 '

Kada galioja lygybé?
Uzdavinys 4. [rodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais skai€iais a, b, ¢ teisinga nelygybé
a+ Vab + Vabe < %(a-kb—i—c).
Kada galioja lygybé?
Uzdavinys 5. [rodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais skai€iais a, b, ¢ teisinga nelygybé
ab® + bc® + ca® > a’be + ab®c + abc?.

Kada galioja lygybé?


https://www4352.vu.lt/matematikos-olimpiados/wp-content/uploads/2015/11/2008LMO.pdf
https://www4352.vu.lt/matematikos-olimpiados/wp-content/uploads/2015/11/2010LMO.pdf
https://www4352.vu.lt/matematikos-olimpiados/wp-content/uploads/2015/11/2011LMO.pdf

Uzdavinys 6. Irodykite, kad jeigu a,b,c > 1, tai
3abc +a+ b+ ¢ > 2(ab+ ac + be).
Kada galioja lygybé?

Uzdavinys 7. Irodykite, kad jeigu a,b,c > 0 ir a® 4+ b? + ¢ = 1, tai

Wl =

a’be + ab’c + abc® <
Kada galioja lygybé?

Uzdavinys 8. [rodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais skai¢iais a, b, ¢ teisinga nelygybé

[ V)

(12 a C

a e cC
¢ V¥~ b a’
Kada galioja lygybé?

Uzdavinys 9. Duota, kad z,y,z > 0 ir % < zy+ xz + yz < 3. Kokia didZiausia reikSme gali jgyti zyz? Kokia didziausia
reikSme gali jgyti x + y + 27

Uzdavinys 10. Skaidiai x1,x2, ..., T, > 0 ir x122...x, = c". Irodykite, kad
I+z)(1+z2)...(1+z,) > 1+ )",
kain=2,n=3irn=4.

Uzdavinys 11. Skaidiai x,y, z > 0. Raskite didziausia reisSkinio

TYZ
I+ ) (= +y)(y+2)(z+16)

reikSme.

Uzdavinys 12. Skaidiai a, b, c,d > 0. Irodykite, kad

abc + abd + acd + bed < <a+b+c+d)3
4 - 4 '

Uzdavinys 13. Skaidiai a,b,c > 0 ir a + b+ ¢ = 1. Irodykite, kad

1 N 1 N 1 N 2 N 2 N 2
l—a 1=b 1—¢c~14a 141 14c¢


https://www4352.vu.lt/matematikos-olimpiados/wp-content/uploads/2019/09/Komandine_2019_s.pdf

Uzdavinys 1. Kiekvieniems naturaliesiems skai¢iams n ir k, vadinkime n k — geru jeigu egzistuoja tokie neneigiami sveikieji
skai¢iai a1, ...,ax, kad
2 4 8 2k
n=aji+ay+az3+...+aj .

Ar egzistuoja toks naturalusis skai¢ius k, kad visi naturalieji skai¢iai yra k — ger:?
Uzdavinys 2. Tegul a,d > 1 yra tarpusavyje pirminiai naturalieji skai¢iai. Tegul z; = 1, ir kiekvienam k£ > 1, pazymékime

{mk +d if a does not divide zy,
Tp41 =

xp/a  if a divides xy,

Kiekvienai porai a ir d, raskite didziausig tokj naturalyjj skai¢iy n, kuriam egzistuoja koeficientas k, kuriam zj yra dalus i$

a”.

Uzdavinys 3. Du skirtingus naturaliuosius skai¢ius n,m vadinkime draugais jeigu |n — m| dalo n ir m. Irodykite, kad
kiekvienam naturaliajam skai¢iui k, egzistuoja k tokiy skirtingy naturaliyjy skaiciy, kad bet kurie du i§ jy yra draugai.

Uzdavinys 4. Raskite visus naturaliyjy skai¢iy trejetus (a, b, ¢), kuriems galioja
al + bl =l
(Ga 26 =2-4-...-(2k)ir 2k+D!!'=1-3-...-(2k+1))

Uzdavinys 5. Naturalusis skai¢ius vadinamas labai kvadratiniu, jeigu jo skaitmeny suma (deSimtainéje sistemoje) yra
kvadratas. Pavyzdziui, 13 yra labai kvadratinis skai¢ius, nes 1 + 3 = 22, bet 16 néra labai kvadratinis.

Parodykite, kad egzistuoja be galo daug naturaliyjy skai¢iy, kurie negali buti uzrasyti kaip dviejy labai kvadratiniy skai¢iy
suma.

Uzdavinys 6. Raskite visas tokias naturaliyjy skai¢iy poras (m,n), kad n* | 2m° — 1 ir m* | 2n® + 1.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3125849p28304936
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h2327936p18652184

Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys

Uzdavinys

. Irodykite, kad 30|n® — n.

. Irodykite, kad jei 3|a® + b%, tai 3|a ir 3|b.

. Raskite visus pirminius p ir ¢ tenkinanéius lygybe p? — 2¢% = 1.

. Irodykite, kad 10™ 4 45n — 1 dalijasi i§ 27.

. Raskite visus pirminius skai¢ius p, su kuriais 11 + p? turi ne daugiau nei 11 dalikliy.

. Irodykite, kad jei p pirminis, tai (a + b)? = aP + b?(mod p)

. Raskite sveikuosius skai¢ius, kurie yra tarpusavyje pirminiai su visais sekos a,, = 2" 4+ 3" 4 6™ — 1 nariais.

. Kiek natxraliyjy sprendiniy (z,y) turi lygtis 2 + 9% = 2! + 7 ?



Uzdavinys 1. Kiekviename kvadratinio 2025 x 2025 sodo langelyje pradZioje yra nulinio auksS¢io medis. Sodininkas ir
medkirtys paeiliui atlieka éjimus Zaisdami Zaidima (pradeda sodininkas):

* Sodininkas iSsirenka langelj. Medis jame ir aplinkiniuose (jskaitant jstrizus kaimynus) langeliuose paauga vienu auks¢io
vienetu.

* Medkirtys iSsirenka keturis lentos langelius ir sumazina jy medziy aukséius vienu aukscio vienetu.

Medj vadiname didingu jeigu jo aukstis yra bent 10°. Raskite didZiausig tokj skai¢iy K, kuriam sodininkas gali uztikrinti,
kad galiausiai ant lentos bus bent K didingy medziy, nepriklausomai nuo medkir¢io pasirinkimy.

Uzdavinys 2. Duotas naturalusis skaitius n. Pradedant nuo n kruveliy po vieng akmenuksa, galima atlikti §j veiksma:
pasirinkus dvi kruveles, i abiejy paimamas vienodas skai¢ius akmenuky, ir i§ jy visy sudaroma nauja kruvelé. Kiekvienam
n, raskite maziausia galima kruveliy skaiciy, pasiekiama kazkokia tokiy veiksmy seka.

Uzdavinys 3. Plokstumoje nubrézti 2n spinduliai, kur n yra naturalusis skai¢ius. Duota, kad jokie du spinduliai neturi to
paties pradzios tasko, ir visy spinduliy kryptys skirtingos. Irodykite, kad galima nubrézti tiese, kertancia lygiai n spinduliy
ir nekertancig né vieno spindulio pradZios tagko.

UzZdavinys 4. Duota n > 2 tasky ant apskritimo. A ir B Zaidzia Zaidima. PradZioje ant vieno i$ tasky padedama Saskeé.
Zaidéjai paeiliui kilnoja Saske i3 vieno tasko j kitg, taip pat nubrézdami atkarpa tarp ty tasky. Jeigu atkarpa tarp tasky jau
nubrézta, Saské tarp ty tasky judéti negali. A visada pradeda, ir pralaimi zaidéjas, kuris nebegali atlikti éjimo. Kiekvienam
n, kuris zaidéjas turi laiminéia strategija?

Uzdavinys 5. Duota n x n lentelé, kur n > 1. Jonas nori nuspalvinti k£ langeliy taip, kad egzistuoty lygiai vienas budas
i8délioti n akmenéliy ant nuspalvinty langeliy, nededant po daugiau nei vieng akmenélj j bet kurig eilute ar stulpelj. Kokiam
didziausiam k Jonas gali ta padaryti?

Uzdavinys 6. Aisté turi susikurti n simboliy ilgio slaptazod] prisijungimui prie SODRA puslapio. Jis gali buti sudarytas is
27 skirtingy Zenkly:
A, B, O’ R )/’ Z? #

Slaptazodj vadiname pertekliniu, jei galime pasirinkti keleta i§ eilés einan¢iy simboliy slaptazodyje ir juos nuspalvinti raudonai
ir mélynai taip, kad gauta raudona ir mélyna frazés sutapty. Pavyzdziui, slaptazodis H#ZBZJBJZ yra perteklinis, nes jame
yra frazé ZBZJBJ, sudaryta i§ dviejy frazés Z BJ kopijy. Atitinkamali, pat slaptazodis ABC AC B néra perteklinis. Irodykite,
kad kiekvienam naturaliajam skaic¢iui n > 1 egzistuoja bent 18" ilgio n slaptazodziy, kurie néra pertekliniai.
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Uzdavinys 1. Turime standarting 8 x 8 Sachmaty lenta. Vienu éjimu galima perdazyti visus langelius arba (a) eilutéje arba
stulpelyje arba (b) 2 x 2 kvadrate. Ar jmanoma tokiais perdaZzymais gauti lentg su vienu juodu langeliu?

UzZdavinys 2. Sta¢iakampés grindys padengtos 2 x 2 ir 1 x 4 plytelémis. Viena i$ jy suduZo, bet turime atliekama kitos
rusies plytele. Irodykite, kad su Siuo rinkiniu grindy padengti nejmanoma.

Uzdavinys 3. Ar galima sudélioti sta¢iakampj i§ penkiy skirtingy tetrominy? (pavaizduoty Zemiau)

Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys
Uzdavinys

UzZdavinys

4.

5.

Ar galima padengti 10 x 10 lentele 25 T-formos tetrominomis?

Ar galima padengti 8 x 8 lentele 15 T-formos ir viena kvadratine tetromina?

. Ar galima padengti 10 x 10 lentele 25 1 x 4 plytelémis?

Duota n x n formos lentelé su paSalintais kampais. Kokiems n ja galima padengti L-formos tetrominomis?

. Ar jmanoma uzpildyti 10 x 10 x 10 déze su 250 1 x 1 x 4 kaladélémis?



