Algebros Olimpiada
2026 m. vasario 14 d.

Uzdavinys 1. Tegu funkcija f : Qt — Q7 bei skai¢ius a € QT yra tokie, kad
x

f<y+y> —%Jrf(ywrw

galioja visiems z,y € Q.

a) Irodykite, kad f(z) = 22 visiems z € N.

b) Irodykite, kad f(x) = 22 visiems x € Q.

Pastaba: QF ir N zymi atitinkamai teigiamyjy racionaliyjy ir naturaliyjy skaiciy aibes.

Sprendimas. Isistate y = x ir y = 1, atitinkamai gauname

fle+1) =1+ f(z) + az, (1)
ir
f(x+1)=m+f(l)+oza:. (2)
Sulygine (1) ir (2), gauname
1
) (1= 55) = -1
Kadangi pagal (1) funkcija f negali buti konstantiné, gauname f(1) = 1. Taikydami indukcija, gauname
f(z) = %x(m -1 +z visiems x € Z7. (3)

Is to seka, kad f(2) = a+2ir f(4) = 6 + 4. Istate © = 4 ir y = 2 | funkcine lygtj, gauname
o —2a=0.

Taigi, norint gauti sprendinius, butinai @ = 2. Toliau nagrinésime tik §j atvejj.

I3 (3) gauname, kad f(x) = 22 visiems z € Z*. Taikant indukcija, kaix € QT irn € Z*,i8 f(z+n) = (z+n)?
seka, kad f(z) = 22.

Tegu dabar ¢ € Q, kur a,b € Z*. Isistate z = a ir y = b, gauname

f(%+b> :Z—z+b2+2a: (%+b)2.
(5)=G)"

Lengva patikrinti, kad funkcija f(x) = 22 i§ tiesy tenkina duotaja funkcing lygti.
Taigi, kai o # 2, sprendiniy néra, o vienintelis sprendinys, kai o = 2, yra

f(z) =22

I8 to seka, kad

O
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Uzdavinys 2. Kiekvienam realiajam skaifiui  apibrézkime |x| kaip didZiausia sveikajj skai¢iy, ne didesnj
uz z, ir apibrézkime {z} =z — |z|.

(a) Irodykite, kad egzistuoja be galo daug teigiamy realiyjy skai¢iy z, tenkinanciy nelygybe
2025

{o*} —{o} > S35

(b) Irodykite, kad 8ios nelygybés netenkina joks teigiamas realusis skai¢ius = < 1000.

Sprendimas. (a) Parodysime, kad x = n + —5 tenkina nelygybe pakankamai dideliems teigiamiems sveikie-
siems skai¢iams n. Apskai¢iuokime

{x?}-{w}%nﬂif&<ni1>2}—{“+nil}
:{ﬁ+2_nil+mily}_”il

_(1 2 1 > 1
n+1 (n+1)2 n+1
3 1

nrl A

3

n+1

=1-

>1-—

Todél x =n + TH tenkina nelygybe, kai n yra teigiamas sveikasis skaic¢ius toks, kad

3 2025
—_—— > — & 3-2026 — 1,
n+l 2026 "7
kas galioja pakankamai dideliems n. Vadinasi, egzistuoja be galo daug teigiamy realiyjy skai¢iy x, tenkinanc¢iy

nelygybe.
(b) Tegu z = a+ b, kur a = |z ir b = {«}, ir panagrinékime Sias nelygybes:

2025 2025 1
2 — — [
1o > 556 = 17> 3026 7 < 2036
Dabar, naudodami b < 2026, gauname
2025 2025
2 2\ _ 2
{z°} — {}>2026 {(a+b)}—{2ab+b}>2026
2025
2 [
= 2ab+b" > 2026
2025 1 b 2025 2026 1 1

~ %026 26 2 2026 2 2 2026>1000

Taigi, neegzistuoja né vienas teigiamas realusis skai¢ius x < 1000, tenkinantis Sig nelygybe.

O
Uzdavinys 3. Skai¢iai 1,2,...,n suraSyti tam tikra tvarka: ai,as,...,a, (kiekvienas skaifius uzraSytas
lygiai viena karta). Skaicius
a1+\/a2+\/...+\/an_1+./an
yra racionalus. Nustatykite visas galimas naturaliagsias skai¢iaus n reikSmes.
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Sprendimas. Apibrézkime

bi:\/ai+\/ai+1+m (i=1,2,....n).

bip1=b—a; (i=1,2,...,n—1).

Tada

Kadangi pagal salyga by yra racionalus, indukcija i§ lygybés b;11 = b? — a; gauname, kad bo, b3, ..., b, taip
pat yra racionalus.

Kadangi b,, = \/a, yra racionalus ir yra sveikojo skaifiaus Saknis, tai b, yra sveikasis skai¢ius. Taikydami tg
patj argumenta atgal (indukcija nuo n j 1), gauname, kad visi skai¢iai b,,—1, bp—2, . . ., by taip pat yra sveikieji.
Akivaizdu, kad n = 1 tinka su a; = 1. Toliau tarkime n > 2. Tegu k? < n < (k + 1)? — 1 kokiam nors
k € Z~g. Tarkime, kad k > 2. Tuomet

by = Jan < Vn < k+1 < 2k,

vadinasi

bi:\/ai+bi+1<\/n+2k<2k (i=1,2,...,n—1),

kur paskutiné nelygybé teisinga, nes i n < k% + 2k seka n + 2k < k2 + 4k < 4k? kai k > 2. Bet kadangi
ai,az,...,a, yra permutacija skaiciy 1,2,...,n, tai a; = k* kokiam nors j # n. Tuomet i§ b7 = a; + bj11
gauname

k< b7 <k*+2k < (k+1)%

Vadinasi b? yra sveikasis skai¢ius, esantis grieztai tarp dviejy gretimy pilnyjy kvadraty k2 ir (k + 1)?, kas
nejmanoma. Priestara rodo, kad k > 2 negalima.

Taigi £k =1, t. y.2 < n < 4. Tiesiogiai patikrinus Siuos atvejus jsitikiname, kad tinka tik n = 3, pavyzdziui
su (a1, as,a3) = (2,3,1).

Atsakymas:

Laikas: 4 val. 00 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minudciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 7 tasky.
Leidziamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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Kombinatorikos Olimpiada
2026 m. vasario 15 d.

Uzdavinys 1. Zemiau pateiktame paveiksle pavaizduota Sesiakampé gardelé, sudaryta i$ vienody lygiakrasciy
trikampiy. Alisa ir Bobas, pakaitomis atlikdami éjimus, Zzaidzia tokj Zaidima su duotaja figura. Savo éjimo
metu Zaidéjas nuspalvina atkarpa (iskaitant jos galus), laikydamasis §iy trijy taisykliy:

i) Atkarpos galai turi sutapti su pavaizduoty lygiakraséiy trikampiy virsunémis.

ii) Atkarpa turi buti sudaryta i§ §iy trikampiy vienos ar keliy krastiniy.

iii) Atkarpa negali turéti né vieno tasko (jskaitant galus), priklausancio anks¢iau nuspalvintai atkarpai.
Alisa pradeda, o Zaidéjas, kuris nebegali atlikti leistino éjimo, pralaimi. Kuris Zaidéjas gali laiméti, kad ir
kaip Zaisty jo prieSininkas? ApraSykite to zaidéjo strategija.

Sprendimas. Alisa turi laimin¢ia strategija:

Per pirmajj éjima Alisa nuspalvina didziojo SeSiakampio ilgiausig jstrizaine. Tuomet gardelé pasidalija j dvi
simetriskas dalis. Po kiekvieno éjimo nepadengty atkarpy skaiCius mazéja, todél zZaidimas butinai baigsis.
Kai Bobas atlicka éjima vienoje dalyje, Alisa atlieka simetrisks éjima kitoje dalyje. Taigi Alisa visada gali
atlikti éjima po Bobo, todél Bobas tikrai pralaimés, nes zaidimas yra baigtinis, o Alisa visada gali garantuoti
éjima po jo. O

Uzdavinys 2. Tegu n > 3 yra nelyginis sveikasis skai¢ius. Varlé Sokinéja skaiCiy tieséje, pradédama taske
0, ir atlieka n Suoliy: viena ilgio 1, vieng ilgio 2, ..., viena ilgio n. Siuos suolius ji gali atlikti bet kokia
tvarka. Jei kuriuo nors momentu varlé yra taske a < 0, kitas jos Suolis privalo buti j desine. Jei kuriuo nors
momentu varlé yra taske a > 0, kitas jos Suolis privalo buti j kaire. Raskite didziausia teigiama sveikaji skaic¢iy
k, kuriam egzistuoja tokia Suoliy tvarka, kad varlé né karto nenusileisty né viename is skaiciy 1,2,..., k.

Sprendimas. Tegu n yra nelyginis ir

n=2m+ 1.
Parodysime, kad didziausias galimas k yra m.
Konstrukcija.
Parodysime, kad galima atlikti uolius taip, kad varlé niekada nenusileisty né viename is skaiciy 1,2,...,m.

Suolius atliekame tokia tvarka: pirmiausia Suolj ilgio m + 1, o po to poromis
(m+i+1, 4, 1=1,2,...,m.
Kitaip tariant, Suoliy tvarka yra

m+1, (m+2,1), (m+3,2), ..., 2m+1,m).

Pazymeékime varlés padétj po kiekvieno Suolio tasku a. Po pirmojo Suolio varlé atsiduria taske a = m + 1.
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Toliau parodysime, kad po kiekvienos poros (m + ¢ + 1,4) varlé visada atsiduria arba taske 0, arba tagke
m + 1. IS tiesy, jei prieS tokia pora varlé yra tasSke 0, tai pirmasis Suolis vyksta j deSine ir varlé atsiduria
taske m 4+ 7 4+ 1 > m. Kadangi Sis tasSkas yra teigiamas, kitas Suolis vyksta j kaire ir varlé atsiduria taske

(m+i+1l)—i=m+1.
Jei pries Suoliy pora varlé yra taske m + 1, tai pirmasis Suolis vyksta j kaire ir varlé atsiduria taske
(m+1)—(m+i+1)=—i <0,

o antrasis Suolis vyksta j deSine ir varlé atsiduria taske O.

Taigi po kiekvienos Suoliy poros varlé yra arba taske 0, arba taske m + 1, todél ji niekada nenusileidzia né
viename i3 skai¢iy 1,2,...,m.

Maksimalumas.

Tarkime prieSingai, kad jmanoma niekada nenusileisti né viename i3 skaiciy

1,2,...,m+1.

Kadangi varlé negali nusileisti Siame intervale, jei ji yra teigiamoje puséje, turi galioti a > m+2. DidZiausias
Suolis j kaire yra 2m + 1 ilgio, todél labiausiai j kaire ji gali atsidurti taske

(m+2)—2m+1)=1—m.
Taigi kai varlé yra neigiamoje puséje arba ties nuliu, jos padétis priklauso intervalui

[1—m,0].

Panagrinékime momenta, kai atliekamas m + 1 ilgio Suolis. Jei prie§ Suolj varlé yra teigiamame taske, tai ji
nusileidzia intervale [1,m]. Jei prie§ $uolj ji yra neigiamame arba nuliniame taske, tai ji nusileidZia intervale
[2,m 4 1]. Abiem atvejais gauname priestara.

Todél k = m + 1 nejmanomas.

Isvada. Didziausias galimas skai¢ius yra

O

Uzdavinys 3. Tegu n > 2 yra duotas sveikasis skai¢ius. Jungiajame grafe G, turinfiame n virSuniy, dvi
skirtingos, nesujungtos briauna virSunés pazymétos A ir B. Dramblys ir pelé stovi atitinkamai virSunése A
ir B. Kiekviena sekunde pelé pereina j kuria nors gretima virSune, o dramblys arba pereina j kuria nors
gretima virSune, arba lieka savo dabartinéje vietoje. Dramblys nemato, kur yra pelé, taciau jei kada nors
atsiduria toje pacioje virSunéje kaip pelé, jis iSsigasta ir pabéga, palikdamas grafa visiems laikams. Yra
Zinoma, kad dramblys turi strategija taip daryti éjimus, jog garantuotai pasiekty virsune B (joje su pele jis
taip pat negali susidurti) nepriklausomai nuo to, kaip juda pelé. Koks yra didZiausias briauny skaicius, kurj
gali turéti grafas G?

Pastaba: grafas vadinamas jungiu, jei einant briaunomsis, galima i§ bet kurios virsunés pasiekti bet kurig
kitg. Briauna gali jungti tik dvi skirtingas grafo virsunes, ir tada jas vadiname gretimomis.

Sprendimas. Atsakymas yra (";1) + 1.

Konstrukcijai imkime visas n — 1 virSunes, iSskyrus B, ir sujunkime kiekvieng jy pora briauna, t. y. suda-
rykime pilng grafa K,,_1 ant virSuniy aibés V(G) \ {B}. Tuomet pridékime viena briauna i§ B kuria nors
virSune, skirtinga nuo A; ta virsune pazymékime C. Sio grafo briauny skai¢ius lygus ("51) + 1.
Parodysime, kad tokiame grafe dramblys turi strategija: pirma sekunde likti virSunéje A, antra sekunde
pereiti i C, o trecia sekunde pereiti j B. I3 tiesy, kadangi pelé pradeda B, pirma sekunde ji privalo iSeiti is
B, o B turi vienintele gretima virsune C, todél pelé pirma sekunde atsiduria C. Antra sekunde pelé privalo
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i8eiti i8 C', taigi ji atsiduria kokioje nors virSunéje, skirtingoje nuo C. Todél antra sekunde dramblys gali
pereiti i C' ir tikrai nesutiks pelés. Trecig sekunde dramblys pereina j B. Pelé tuo metu negali buti B, nes
vienintelis kelias j B veda i§ C', o antra sekunde pelé buvo ne C, vadinasi trecia sekunde ji taip pat negali
buti B. Taigi dramblys pasiekia B ir niekada nesutinka pelés.

Irodysime, kad daugiau briauny buti negali. Pirmiausia jrodome pagrindinj teiginj.

Lemma. Grafe G neegzistuoja joks trikampis, turintis virSune B.

Irodymas. Priestarai gauti, tarkime, kad egzistuoja trikampis BXY . Kadangi dramblys turi kelig iki B,
kuris tinka nepriklausomai nuo pelés judesiy, neprarasdami bendrumo galime teigti, jog pelé i§ anksto Zinojo
8i kelia. Tada ji gali pasirinkti judéjima atitinkamai. Dramblys negali pasiekti B per vieng sekunde, nes A
ir B néra gretimos vir§unés. Jei dramblio pasirinktas kelias iki B uztrunka lyginj sekundziy kiekj, tuomet
pelé gali kaitalioti judéjima tarp B ir vienos gretimos virSunés, visada sutikdama dramblj ir neleisdama jam
pasiekti B vienam. Jei kelias trunka nelyginj sekundziy kiekj (t.y. bent 3), pelé gali viena karta apeiti
trikampj] BXY, po 3 éjimy vél grizti j B, o po to vél kaitalioti judéjima tarp B ir gretimos virSunés. To-
kiu budu pelé vél gali sutrukdyti drambliui garantuotai pasiekti B vienam, nes ji gali uzimti B tada, kai
dramblys bando j ja ateiti. Visais atvejais gauname, kad dramblys negali turéti garantuotos strategijos, kas
priestarauja salygai. Taigi trikampio su vir§une B buti negali. O
Tegu virsunés B laipsnis yra k, t.y. B yra sujungta briaunomis su tiksliai k kity virSuniy. IS teiginio seka,
kad né viena pora i§ ty k virSuniy negali buti sujungta briauna, nes priesingu atveju kartu su B sudaryty
trikampij.

Todél briauny, nesujungianciy B, daugiausia gali buti

("))

o briauny, sujungianciy B, yra k. Taigi bendras briauny skai¢ius tenkina

()0 (3) 525

’“2%3’“ > —1 visiems sveikiesiems k, o lygybé pasiekiama, pvz., kai k = 1.

nes

Vadinasi, maksimalus galimas briauny skaic¢ius yra (";1) + 1.

Laikas: 4 val. 00 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minudciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 7 tasky.
Leidziamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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Geometrijos Olimpiada
2026 m. vasario 21 d.

Uzdavinys 1. Apskritimai v, ir 79, kuriy centrai atitinkamai yra A ir B, kertasi dviejuose tagkuose C' ir
D. Apskritimas, einantis per A, B ir C, taip antrg karta kerta +; taske E # C, o 7, taske F' # C, kad tas
jo lankas E'F, kuriame néra tasko C, yra apskritimy v, ir 7, iSoréje. Irodykite, kad §j lankag EF tiesé C'D
dalija pusiau.

Sprendimas. Pastebékime, kad Z/CAD = 2/CED. Kadangi ZCAB = /DAB, tai ZCAB = ZCED. Be to,
/CAB = ZCEB, taigi ZCED = ZCEB. I§ to iSplaukia, kad taskai E, D ir B yra vienoje tieséje. Kadangi
lankai CB ir BF yra lygus, tai Z/CEB = /BEF, o D yra ZCEF pusiaukampinéje. Analogigkai D yra ir
/CFE pusiaukampinéje. Taigi D yra jbréztinio apskritimo centras. Vadinasi, ties¢é C'D dalija kampg FECF
bei lanka E'F pusiau.

O

Uzdavinys 2. Trikampio ABC krastinése BC ir AC atitinkamai paZymeéti taskai D ir E. Tiesé w yra
lygiagreti su tiese AB ir eina per C. Tagkas F' (F # C) yra apie CED apibrézto apskritimo ir w susikirtimo
taskas. Taskas G yra tiesés F'D ir krastinés AB susikirtimo taskas, o H yra toks taskas ant tiesés AB, kad
/HDA = /GEB. Be to, zinoma, kad tiesé¢je AB pazymétyjy tasky eilés tvarka yra tokia: H — A — B.
Duota, kad DG = EH. Irodykite, kad AD ir BE susikirtimo tagkas yra ant ZAC B pusiaukampinés.

Sprendimas. Pazymékime H' - EF ir AB susikirtimo taska. Irodysime, kad H = H'.

Teiginys 1: H'EDB yra jbréztinis.

Irodymas: /BH'E = /AH'E = /FEFC = /EDC.

Teiginys 2: AEDG yra jbréztinis.

Irodymas: /ZEDF =180 — LZECF = LA = /GAE.

Teiginys 3: /BEG = Z/H'DA.

Irodymas: /AFH' = /FEC = /FDC = /GDB. Tada /BEG = 180 — Z/AEG — Z/AEH' — /BED —
/DEF =180—- /ADG - /GDB—-/BH'D— /DBG =180— /ADG — /GDB — /H'DC = /H'DA. Taigi
teiginys jrodytas ir H = H'.

Tegu @ yra AD ir BE susikirtimo taskas. AAEH ~ ACEF it ABDG ~ ACDF, taigi HE = 4ZEE i

DG = %g[). I Cevos teoremos, g—g - % = % = g—g, taigi @ yra ant ZAC B pusiaukampineés. O

Uzdavinys 3. Duotas trikampis ABC. Nagrinékime apskritimg w, einantj per B ir C bei kertantj krastines
AB ir AC atitinkamai taskuose E # B ir F' # C. Tiesés BF ir CE kerta trikampio ABC apibréztinj
apskritimg atitinkamai taskuose B’ # B ir C' # C, o atkarpoje BC' paZymeétas toks taskas A’, kad Z/C'A'B =
/B'A'C. Trodykite, kad visy galimy trikampiy A’B’C’ apibréztiniai apskritimai eina per ta patj taska,
nepriklausantj nuo w pasirinkimo.

Sprendimas. Tegu O yra trikampio ABC apibréztinio apskritimo centras, o P yra tiesiy AO ir BC san-
kirta. Jrodysime, kad trikampio A’B’C’ apibréZtinis apskritimas eina per taska P, nepriklausant] nuo w
pasirinkimo. Kadangi keturkampis BEFC' apibréztinis, tai /EBF = /ECF = AB’' = AC. Taigi tiesé
AO yra atkarpos B’C’ vidurio statmuo. Kita vertus, /C'A'B = /B'A’C. Todél P yra /B’'A’C’ iSorinés
pusiaukampinés ir atkarpos B’C’ vidurio statmens sankirta. Vadinasi, P yra trikampio A’B’C’ apibréztinio
apskritimo lanko B’A’C" vidurio tagkas. Tai ir reikéjo jrodyti.

O
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Laikas: 4 val. 00 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minuciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 7 tasky.
LeidZiamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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Skaiciy Teorijos Olimpiada
2026 m. vasario 22 d.

Uzdavinys 1. Duoti tokie naturalieji m,a,b, kad m? < a < b < m? + m. Raskite visus tokius sveikuosius
skai¢ius d, kad m? < d < m? + m ir skai¢ius d dalo skai¢iy ab.

Sprendimas. Tarkime, m? < d < m? + m ir d # a,b. Tada dbd(a,d) = dbd(a,d —a) < |d — a| < m.
Analogigkai dbd(b, d) < m. Jeigu d|ab, tai dbd(a,d) > v/d > m arba dbd(b,d) > v/d > m. Prietara. Taigi
d = a ir d = b yra vieninteliai sprendiniai. O

Uzdavinys 2. Naturalusis skaiius vadinamas legendiniu, jei su kokiu nors naturaliuoju n jis yra lygus
naturaliyjy skai¢iy, kurie yra tarpusavyje pirminiai su n? ir nevirsija n?, skai¢iui. Jrodykite, kad kiekvienas
teigiamas racionalusis skai¢ius gali buti uzraSytas kaip dviejy legendiniy skai¢iy santykis.

Sprendimas. Teigiamy sveikyjy skaiciy, kurie yra tarpusavyje pirminiai su m ir nevir§ija m, skaiCius yra
Eulerio funkcija ¢(m). Taigi skai¢ius yra legendinis tada ir tik tada, kai jis lygus ¢(n?) su kokiu nors
teigiamu sveikuoju n.
Zinoma, kad jei

m = pypy* Pt

kur p; yra skirtingi pirminiai skai¢iai, o «; yra teigiami sveikieji skai¢iai, tai

o(m) =pi Hpr — 1) py> Hpa — 1) pi N pr — 1).

Kiekvienas teigiamas racionalusis skai¢ius a gali buti uzrasytas pavidalu
a1, o4
a=py Py D"

kur p1 < p2 < --- < p, yra pirminiai skai¢iai, o «; yra sveikieji skaic¢iai, nelygus nuliui.

Naudosime sustiprintg indukcijg pagal didziausig pirminj skai¢iy p,, 8ioje iSraiskoje: skai¢iy a galima uzrasyti
kaip ¢(k?)/¢(I?) su tokiais teigiamais sveikaisiais k, [, kuriy visi pirminiai dalikliai yra ne didesni uz p,.
Bazinis atvejis. Jei iSskaidoje néra né vieno pirminio (t.y. a = 1), teiginys akivaizdus:

Indukcinis Zingsnis. Tarkime, kad teiginys galioja visiems teigiamiems racionaliesiems skai¢iams, kuriy
pirminiai dalikliai yra mazesni uz p,. Tegu p = p, ir & = a,,. Zinome, kad p(p®) = p~1(p — 1), kai B > 1.
Isreiksime p® kaip Eulerio funkcijy reikSmiy santykj, kai argumentai yra sveiky skaic¢iy kvadratai:

e Jei a nelyginis ir teigiamas:

pa+1
@ip(l) ) =p%(p—1), kur pa+1 _ (p((x+1)/2)2;

e Jei o nelyginis ir neigiamas:

(0%

(1) p

—a+1 —a+1)/2\2.
QO(p_(’H_l) - p— 1’ kurp - (p( % ) )
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e Jei « lyginis ir teigiamas:
e(pt?) at2 _ ¢ (a+2)/22.
— = kur p =(p )%

e Jei o lyginis ir neigiamas:

2
b —Q —a
¢(p?) —p®  kur p +2 _ (p( +2)/2)2.

Kiekvienu atveju gauname
(s?)
o(t?)
kur s ir ¢t yra p, laipsniai (galbut lygus 1), o b yra racionalusis skai¢ius, kurio visi pirminiai dalikliai yra
dalikliai skai¢iaus p,, — 1, taigi mazesni uz p,.
Apsvarstykime skaiciy

:b'paa

a
c=——.
b-po

Visi pirminiai dalikliai ¢ i8skaidoje yra mazesni uz p,, todél pagal indukcine prielaida

_ p(k?)
o(l?)

su tokiais k, [, kuriy visi pirminiai dalikliai yra mazesni uz p,. Tada k yra tarpusavyje pirminis su s, o [ —
su t.
Kadangi Eulerio funkcija yra dauginamoji, t.y. ¢(zy) = ¢(z)p(y), kai ged(z,y) = 1, gauname

Pk _ ool

e((11)?)  o(®)p(t?)

Taigi indukcinis Zzingsnis baigtas.
Pagal indukcija kiekvienas teigiamas racionalusis skaic¢ius gali buti uzrasytas kaip dviejy legendiniy skaiciy
santykis.

O

Uzdavinys 3. Duotas p > 10? - toks pirminis skai¢ius, kad 4p + 1 irgi pirminis. Jrodykite, kad trupmenos
Tlﬂ desimtainéje iSraiSkoje yra kiekvienas i$ skaitmeny 0,1, ..., 9.

Sprendimas. Tegu q = 4p + 1. Pagal maZaja Ferma teorema 10*? = 1 (mod q), todél liekanos 10 eilé mod
q yra p, 2p, arba 4p. Taigi, 10 = g*, ¢* arba g (mod q) kazkokiam generatoriui g mod ¢. Bet kuriuo atveju
10%, k € N, jgys visas liekanas ¢*"” mod ¢. Taigi, visiems m € Z, tenkinantiems ¢ { m, egzistuoja k € N
toks, kad m* = 10* (mod q). Jeigu 10* = ¢ (mod q), tai ¢ = 10* + aq kazkokiam a € Z, todél g =a+ %,
taigi trupmeniné skaic¢iaus g dalis yra trupmeniné skaiciaus % dalis paslinkus kablelj per k skaitmeny j

desine. Teigiame, kad visiems d € {0,1,...,9} egzistuoja m € N toks, kad 1% < %4 < dliol. Is to seka, kad

pirmas skaiciaus %4 skaitmuo po kablelio yra d, taigi skaic¢iaus % deSimtainéje iSraiskoje yra skaitmuo d.
4

Tam, kad jrodytume teiginj, uZtenka jrodyti, kad w — %4 < 1—10, kai m* < ¢. Bet jeigu m* < ¢, tai

(m+1)* —m* = 4m? + 6m? + 4m + 1 < 15m® < 15¢7 < L, nes ¢ > 10°. O

Laikas: 4 val. 00 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minudciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 7 tasky.
Leidziamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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