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|vadas

Vienais metais per IMO buvau sutikes jdomy kanadietj. Visa matematika jo rankose lydési, taCiau
priéjes prie geometrijos jis apSaldavo. P3-6 kombinatorikos, algebros ar skaiCiy teorijos uzdaviniai
jam buvo daug lengvesni negu P1-4 geometrija. Jo vardas buvo Kevinas ir Si spraga jam du me-
tus i$ eilés atemeé auksa. Si knyga yra skiriama susidomeéjusiems Lietuvos matematikams siekiant
uztikrinti, kad Kevino istorija Lietuvoje nepasikartoty. Paminésiu, kad knyga dar néra galutinéje
versijoje, taigi jeigu radot klaidy, netikslumy ar sugalvojot grazy sprendima uzdaviniui ir galvojat,
kad jis tikty knygoje, raSykite laiSkg paulius.arturas@gmail.com.
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Pradmenys

1.1 Zymeéjimai, apibrézimai, patarimai
1.1.1 Pradmenu jZzanga

Siuose uZraduose supaZindinama su geometrijos sprendimo metodais: teoremom, lemom, savybém
(rekomenduojame taip pat paziuréti matematikos knygg). Nors geometrijos uzdaviniai miesto bei
respublikiniuose etapuose dazniausiai néra itin sunkus, juos moketi spresti yra butina. Galuy gale,
gerai spresti geometrijg yra itin pravartu siekiant olimpiadiniy pasiekimy auk3¢iau nacionialinio
lygmens, nes tai daZznai sprendZiamiausi uzdaviniai. Jeigu turite laiko, o kazkurie faktai ar savybés
atrodo neakivaizdzios, nezinote jy jrodymo, tai pabandykite patys jsirodyti.

1.1.2 Zyméjimai
Pradéekim nuo Zyméjimu, kuriuos naudosime:

e 4ABC zymi trikampj su virSunéem A, B ir C

ABKCD reiskia ,tiesé AB lygiagreti tiesei CD"

analogiSkai AB?CD reiskia Siy tiesiy statmenuma

AB \ CD = E reiskia ,AB ir CD kertasi taske E"

(O reiskia ,tada ir tik tada, kai"
A4ABC 4XY Z zymi trikampis ABC pana3us | trikampj XY Z"

1.1.3 Apibrézimai

Statmuo  tiesé (atkarpa), statmena kitai tiesei (atkarpai). Pvz, statmuo AD tiesei BC; statmuo
per taSka K tiesei BC. Taip pat tasSkg, kuriame statmuo kerta statmeng tiese kartais vadiname
projekcija.

Vidurio statmuo  tai tiesé, kuri eina per atkarpos vidurio taska bei yra jai statmena. Pvz., BC
vidurio statmuo.

Liestiné  tiesé, einanti per lygiai vieng apskritimo taska.
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Trikampio centrai: daZnai olimpiadoje uzdavinio pradZioje buna duotas trikampis ir kurie nors jo
centrai. Stai daZniausi:

Aukstiniy susikirtimo taskas tai taSkas, kuriame susikerta visos trys trikampio aukstinés. Daz-
niausiai Zymimas H. Taip pat vadinamas ortocentru.

Pusiaukrastiniy susikirtimo taskas analogiSkai, Cia susikerta trikampio pusiaukrastinés. Savybeés:
Sis taSkas dalija pusiaukrastines santykiu 2:1, taip pat pusiaukrastinés viena kitg dalija j $eSis lygaus
ploto trikampius. DaZniausiai Zymimas G. Dar vadinamas centroidu.

A A
Ss
‘,B C

(a) Ortocentras (b) Centroidas

Ibréztinio apskritimo centras | kiekvieng trikampj galima jbrézti unikaly apskritima, kurio
centras  Sis taSkas, daznai Zzymimas |. Tai taip pat ir trikampio pusiaukampiniy susikirtimo
taSkas. Kartais vadinamas incentru, dél angliskos incentre notacijos.

Apibréztinio apskritimo centras  analogiSkai, apie trikampj galima apibrézti vieng ir tik vieng
apskritima, jo centras daznai Zymimas O. Tai taip pat yra trikampio krastiniy vidurio statmenuy
susikirtimo taSkas. Dazniausiai naudojamos savybés: OA = OB = OC, \BOC = 2\BAC ir
analogiskai kitoms virSunéms; apibréztinio apskritimo centras yra ant trikampio krastines tada ir
tik tada, kai prie$ jg esantis kampas yra status.

A
A
8
C
B C

(a) |bréztinio apskritimo centras (b) Apibréztinio apskritimo centras
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1.2 Figuros, kampai ir ju gaudymas, jprastinés teoremos ir fak-
tai

1.2.1 Geometrinés figuros
Stai tipinés figuros bei jy savybés (atkreipkite démesj j ju braizyma):
LygiaSonis trikampis:
Pusiaukamping, pusiaukrastiné ir aukstiné sutampa; krasStinés ir kampai prie pagrindo lygus.

Specialus atvejis  lygiakraStis trikampis: Visi kampai lygus 60 ; visi trikampio centrai sutampa;
visos trys krastinés lygios; taip pat kartais nepastebimas toks jrodymas, kad trikampis lygiakrastis:
\Y XZ =60 bei XY = XZ (patikrinkite, kodél tai akivaizdu).

A

Statusis trikampis: Cia jdomi aukstiné bei pusiaukrasting, einancios per statyjj kampa:

Faktas 2.1: Tegu aukstingé, nuleista i$ stataus 4ABC kampo \A, kerta BC taSke D. Tuomet
AABC A4DAC 4DBA; beto AD?=BD DC.

Jrodymas: Pastebékime, kad N\ADC = \BAC = 90, o \DCA = \ACB yra bendras kampas,
todél 4ABC  4DAC. Analogiskai ir su 4DBA. Tuomet i§ trikampio panasumy 8B = 2B,
todel pertvarkius AD? = BD DC.

Faktas 2.2: Jeigu M yra BC vidurio taskas, tai AM = BM = CM.

Jrodymas: Tegu taSkas E toks, kad ABEC  staCiakampis. Tuomet pagal gana akivaizdZig staci-
akampio savybe, jstrizainés kirsdamosios atkerta keturias vienodas atkarpas, todél ju sankirtos
taSkas M, bei AM =BM =CM = EM.
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Lygiagretainis:

Tai keturkampis, kurio prieSingos krastines lygiagrecios. Tam, kad figura buty lygiagretainis, taip
pat uZtenka:

AB =CD irBC = AD
AB =CD ir ABkKCD
Jeigu AC\BC =E, tai AE =EC irBE =ED
Specialus atvejai:
Rombas: visos krastinés lygios; be to, jstrizainés kertasi statmenai ir dalija viena kitg pusiau.

StaCiakampis: visi kampai status, jstrizaineés atkerta keturias lygias atkarpas.

Trapecijos: Keturkampiai, kuriu dvi krastinés lygiagrecios ir nelygios. 13skiriamos lygiaSonés (Soninés
kraStinés lygios) ir staciosios (du kampai status) trapecijos.

Irodykite: Jei apie trapecijg galima apibrézti apskritima, tai ji lygiaSong, ir atvirksCiai: apie lygiaSone
trapecija galima apibrézti apskritima.
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Trapecija, lygiaSoné ir stacioji

Deltoidas: Gretimy kraStiniy poros yra lygios. Bene vienintelé savybeé: jstrizainés kertasi statmenai,
viena jy kerta Kitg pusiau.

1.2.2 Kampai ir panasumai

Labai svarbus sprendimy aspektas yra mokéjimas iSgaudyti kampus. Taip vadinama technika, kai
naudojant jvairias savybes vieni kampai buna iSreiSkiami per kitus, dazniausiai per pradinés duotos
figuros kampus.

Faktas 2.3: Trikampio kampy suma 180 , keturkampio — 360 , n-kampio — (n 2) 180 .
Stai pirmasis pavyzdys:
Tegu | yra 4ABC jbréZtinio apskritimo centras. |rodykite, jog \BIC =90 + \TA.

Sprendimas: Visy pirma pastebékime, kad 3* + M2 + 3¢ =90 . Be to, kadangi trikampio kampy
suma 180 ,tai\BIC =180 2 3 =180 ((B+3)=180 (90 )=90 +> .
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Labai svarbu moketi greitai taikyti ir Sig trivialig teorema;:
Trikampio priekampio teorema:
\C =\A+\B.

Kartais, jei nepavyksta iSreiksti tam tikro kampo per pradinius kampus, galima bandyt jj pasizyméti
kaip naujg neZinomg kampg (tarkim \X), ir tikeétis, kad jis tiesiog iSsiprastins ieSkant kity kampuy
ar bandant kg nors jrodyti.

Pavyzdys: Tegu duoti 4XAB ir 4XCD lygiaSoniai, t.y. XA = XB ir XC = XD. Be to,
\NAXC +\BXD =180 (Zr. j pav.). Jrodykite, jog AB?CD.

Sprendimas: Tegu abiejy trikampiy nuleistos aukstinés yra atitinkamai K ir L, o AB \ CD = N.
Dabar uZtenka jrodyti, kad \KXL = 90 , nes tuomet KXLN staCiakampis, todél AB?CD.

Pazymékime \CXB = . SkaiCiuoju kampg KXL: \KXL = \KXC +\CXL = (\KXB
)+ XCXD — \AXB + \CXD _— \AXB+\CXD — \AXC+ +\BXD+ — \AXC+\BXD —
2 2 2 2 2 2
90
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Kaip pastebéjote, daznai reikia vieng kampa iSskaidyti j kelis, arba atvirksCiai: kelis kampus su-
traukti j viena.

Tikiuosi, kad apie panasius trikampius jau esate girdéje. Tai taip pat labai svarbus jrankis uzdavini-
uose, nes duoda lygius kampus arba lygius atkarpu ilgiy santykius. Juos pamatyti gali buti sunku,
nes jie beveik visada buna pasukti, taCiau visos savybes iSlieka. Nepamirskite Sios panaSiy trikampiu
egzistavimo savybeés: jeigu trikampiai ABC ir A;{B;C; tenkina \BAC = \B1ACy ir % = AAlgl,
tai tada trikampiai ABC ir A;B1C; yra panasus.

Svarbus faktas: panaSiy trikampiy atitinkamy atkarpuy santykiai taip pat lygus ju panasumo koefi-
cientui, o atitinkami kampai tarp atitinkamu atkarpu ir tiesiu yra lygus. IS esmés panasus trikampiai
yra tokie, kurie yra tokie patys tik sumazinti ar padidinti. Tuomet gana akivaizdu, kad ir atitinkamos
komponentés yra panasios. Taip pat nepamirskite, kad atitinkami plotai skiriasi per k?: Duotame
brézinyje, pvz., 4A4ABC 4A;B1Cy, todél 4ABF 4A;B;F; ar AMBC 4M;B1C;.
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Pagaliau prieiname labai svarbig savybe elementarig savybe geometrijoje:

Pusiaukampinés savybeé: Jei \A pusiaukampiné kerta BC tadke D, tai % = E—.

Irodymas: Ant AD pazymime tokj taska E, kad 4BED  lygiaSonis. Tuomet BD = BE, o
\AEB =180 \BED =180 \BDE =\ADC. Taigi, \AEB = \ADC ir \EAB =\DAC,
tad 4AEB  4ADC. Tuomet i§ panasiy trikampiy 22 = B = BB:

A

Stai vienas pusiaukampinés savybés naudojimo pavyzdziy:

2011 LMMO 9-10 klasiy antro uzdavinio pirma pusé:

Atkarpa BD yra trikampio ABC pusiaukrastiné , o atkarpos DE ir DF trikampiy ADB ir CDB
pusiaukampineés. |rodyti, kad EFKAC.

Sprendimas: Pagal pusiaukampinés savybe BE = B2 = BB = BE "tyomet pagal Talio teoremg
trikampiam, arba tiesiog panasius trikampius, EFKAC.

Taip pat nepamirskite vidurio linijos  ji yra unikali atitinkamai trikampio kraStinei, yra jai lygia-
greti, o bet kurig atkarpa, jungiancig krastine ir prieSingg virSune kerta pusiau (Zr. j pav.).

A
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1.2.3 Raskite kampg ar ilgj

Labai dazni geometriniai uzdaviniai, kurie pasibaigia "raskite kampg X" arba "atkarpos KL ilgj".
IS esmés nejmanoma sukategorizuoti visy tokiy uzdaviniy sprendimy budy, bet paminésime dazni-
ausius metodus. Rasti kampa:

leSkomas kampas pazymimas X, 0 tuomet kitas kampas i$ vienos pusés jvertinamas per X vien-
aip, 0 i$ kitos  kitaip. PavyzdZiui, naudodami vienas brézZinio savybes gaunam, kad vienavertus
\KLM = 2x 30, o kitavertus pagal kitas savybes \KLM = 90 + x. Sulyginus gautumém
X.

Labai panasus j pirmajj: ieSkomas kampas pazymimas X, o tuomet jvertinami kazkurio trikampio
(nors ir to, kuriam priklauso pats kampas x) visi trys kampai per x. PavyzdZiui, gauname, kad
4ABC kampai \A =3x;\B =90 x; 0 \C = x: Tuomet juos sudéjus ir prilyginus 180 rasime
X.

Kampas gaunamas pritaikius kokias nors figury savybes. PavyzdZiui, kampas priklauso ly-
giakras€iui trikampiui, vadinasi lygus 60 , arba galbut jis yra pries staciojo trikampio statinj, kuris
yra dvigubai mazesnis uz jzambing  tuomet kampas yra 30 :

Kartais, tam, kad buty patogesni pertvarkymai ir skai¢iavimai, neZzinomu kampu X pazymimas
kaZzkoks kitas patogesnis kampas, o ieSkomas kampas ir visi kiti iSreiSkiami per jj. Taip pat primenu
tokig neraSytg taisykle: dazniausiai tas kampas bus vienas i$ 30 ;45 ;60 ;90 . Kartais tai gali buti
taip pat 15 kartotinis, dar re€iau - 18 kartotinis.

Rasti ilgj:

Taikome panasius ir lygius trikampius, pusiaukraStiniy savybes, pusiaukampinés savybe, figury
savybes, taip pat kartais Pitagoro teoremg ir t.t. Tas ilgis i§ dangaus nenukrenta, todél reikty
i anksto susigalvoti kaip rasite norimg ilgj. 1S esmés jokiy triuky nebuna. Jei duotas tik vienos
atkarpos ilgis, tai akivaizdu, kad klausiama ilgj reikia issireiksti per duotajj daznai jie buna lygus,
skiriasi per puse ar trecdalj.

1.2.4 Pavyzdziai

1. Trikampyje ABC ant BC yra taSkas D toks, kad DC = AC = AB ir AD = BD. Rasti trikampio
kampus.

Sprendimas: Taikome 2-gjg taktikg. Pazymékime \ACB = x. Kadangi AC = DC, tai \DAC =
\ADC = MTX =90 3. Kadangi AC = AB, tai \ABD = \ACB = x. Kadangi AD = BD,
tai \BAD = x. Tada 180 =\ABC +\ACB +\BAC =x+x+x+90 7. I5¢iax =136, ir
todél \A =108 ;\B =\C =36 :
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2. Trikampyje ABC pazymetos BE ir CF yra aukstinés, o D yra BC vidurio tasSkas. Jei 4DEF
yra lygiakrastis, raskite \A.

Sprendimo eiga: Pastebime, kad DE yra stataus trikampio BEC pusiaukrastiné. Vadinasi, DE =
BD = CD. Taciau tas pats turi galioti ir tasSkui F, todel DB = DF = DB = DC. Tai
reiSkia, pagal apskritimo apibrézimg, kad egzistuoja apskritimas, einantis per taskus B;F;E;C;
kurio apibréztinio apskritimo centras yra D. Tafiau tam nebutina, jog DEF buty lygiakrastis
DF = DE bet kuriuo atveju. Tam, kad jis buty lygiakrastis, pilnai uztenka to, kad \FDE = 60
(Jau minétas faktas). Prisiminkime, ka reikia rasti  kampg. Vadinasi, reikia naudoti kazkokias
savybes, siejanCias kampus. Kol kas turime pazymeje tik viena kampa, o prisimine, kad dar turime
ir apskritima, galime bandyti taikyti jbréztiniy keturkampiu savybes. Telieka pastebéti, kad \F DE
centrinis kampas, todél galime paraSyti, pavyzdziui, kad \FDE = 2\FCE, todél \FCE = 30 .
Tuomet \A =180 \AFC \FCE =60 .

A

3. ABCD yra iSkilasis keturkampis su \CDB = \CAD, \ACB = \DBA, \ADC =77 . Rasti
\ABC.

Sprendimo eiga: Nusibréziam tiksly brézinj, to padaryt greiCiausiai iS pirmo karto nepavyksta.
Taciau kai jj turim, galim paspeéliot, kokio dydZio bus ieSkomas kampas. 77 yra labai nenaturalus
kampas, tad jis kazkokiu savybiy greiCiausiai neduos. Be to, galima pastebéti, jog galbut \ABC =
\ADC. Pabandykime tai jrodyti. Tegu keturkampio jstriZainés kertasi taSke E. Tada trikampiai
CDE ir ADC yra panasus pagal du kampus, vienas ju  bendras. Taigi \ADC = \CED. Bet
trikampiai AEB ir CAB taip pat panasus pagal du kampus, taigi \CED = \AEB = \ABC =
7

10
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4. Duotas lygiagretainis ABCD, M - DC vidurio taskas, H — taSkas ant AM, toks, kad \BHA =
90 . Jei AD = 3, raskite CH.

Sprendimo eiga: Pazymiu, kad MD = MC; 0 BC = AD = 3. Pakankamai ilgai paZiuréjus j brézinj,
bei padarius dar porg, nusprendZiu, kad greiCiausiai CH = 3 = AD = BC. Tuomet bandysiu
jrodyti, kad 4BHC lygiaSonis. Visy pirma galvoju, kaip iSnaudoti tg statyjj kampg. Turint
galvoje, kad kazkur salygoje minimas vidurio taSkas, prisimenu, kad yra faktas, susijes su stataus
trikampio pusiaukraStine. Todél pazymiu N — AB vidurio tadka, ir pasiraSau, kad AN = BN =
HN. Taciau, kadangi AB = DC; tai AN = CM; ir ANKCM, tad ANCM lygiagretainis. Taigi,
kas is to? AMKCN. Tuomet CN?BH. Aha! Pritaikes fakta, Zinau, kad 4BHN lygiaSonis,
todél jei BH\CN = E; tai HE = EB, taciau tuomet CE =~ 4BHC ir auksting, ir pusiaukrasting,
vadinasi Sis trikampis privalo buti lygiaSonis. Todél CH = 3:

Dar vienas pavyzdys, parodantis kaip spresti uzdavinius:

5. Smailiajame trikampyje ABC iSvesta aukstiné CH. Pasirodé, kad AH = BC. Jrodyti, kad

11
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kampo B pusiaukamping, aukstiné AF S kampo A ir tiesé I, einanti per H ir lygiagreti BC, kertasi
viename taske.

Sprendimo eiga: Visy pirma, paziuriu j uzdavinio sglyga. Vienintelis kabliukas bréZinyje toks, kad
turi buti AH = BC. Todél pradzioj nubréziu BC, po to BH, o tuomet jau galiu su liniuote
pamataves (arba tiksliai i$ akies) nubrézt ir AH.

C

Turiu tiksly brézinj. Dabar iSkyla antra problema: kaip jrodyti, kad trys tiesés kertasi vienam taske?
IS esmeés, tiesiogiai tokio teiginio jrodyti neiSeis  pabandysiu jrodyti Stai ka: tegu aukstiné AF su
tiese | kertasi taske K, jrodysiu, kad BK dalija kampa B pusiau. Cia, aidku, kyla du klausimai:
kodel tai tas pats, ko praSo salyga, ir kodél a$ pasirinkau butent Sias dvi tieses i$ to trejetuko. |
antrajj atsakyt paprasCiau: tiesiog atrodo, kad Sios dvi tiesés turés daug gery iSnaudojamy savybiuy.
Dél pirmojo (tokio paaiskinimo, kaip raSau dabar, per olimpiadg radyt nereikia): tarkime, kad jos
nesikerta, t.y., pusiaukampiné ir aukStiné kerta tiese | dviejuose skirtinguose taskuose. Tuomet
akivaizdu, kad pusiaukampiné negali eiti per K. Taciau jei jrodom, kad BK pusiaukampiné, gaunam
prieStarg. Vadinasi, tarimas, kad nesikerta, buvo klaidingas, todél jos kertasi. GriZtu prie uzdavinio:
pirmas dalykas, kurj pastebiu, yra, jog dél lygiagretumo, \CBK = \BKH. Tuomet, tam, kad
jrodyt, jog BK pusiakampiné, uZztekty jrodyt, kad BH = HK. Per lygius kampus (\HBK ir
\HKB) jrodyt tikrai nepavyks, nes a$ tai butent ir noriu jrodyt su BH = HK. Prisimenu salyga, ir
paziuréjes pakankamai ilgai, prisimines, kad egzistuoja toks metodas kaip lygus trikampiai, pamatau,
kad 4BHC; 4AHKA turéty but lygus. Bandau jrodyt, ir tikrai, i$ lygiagretumo \CBH = \KHA
ir \BHC =90 =\BFA =\HKA , todél 4ABHC A4HKA, o kadangi jZambinés BC ir AH
lygios, tai Sie trikampiai lygus. Vadinasi, jrodyta. Stai $varus sprendimas:

Sprendimas: Tegu aukstiné AF su tiese | kertasi taSke K. Tuomet pagal atitinkamuosius kampus
\CBH =\KHA ir \BFA =\HKA. Taip pat, \BFA =90 =\BHC, todél \BFA =\BHC.
Tuomet 4BHC  4HKA pagal du kampus. Kadangi BC = AH, Sie trikampiai lygus. Tuomet
BH = HK, trikampis BHK lygiaSonis, todéel \HBK = \HKB. Pagal priesinius vidinius kampus
\CBK = \HKB. Tuomet \HBK = \HKB, BK pusiaukampiné. Todél tiesés kertasi vienam
taske.

1.3 Antra pusé olimpiadines geometrijos apskritimai

"Sunkiausia geometrijos uzdaviniy dalis  pamirSus skriestuvg nubrézti apskritimg™
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1.3.1 Teiginiai, faktai ir t.t.
Apibrézimas: Visi ant apskritimo esantys taskai yra vienodai nutole nuo jo centro.

Faktai 3.1: Centrinis kampas dvigubai didesnis uz jbréztinj. Lygus lankai atitinka lygias atkirstas
stygas atitinka lygius kampus.

Itin svarbus yra jbréztiniai keturkampiai, pasitaikantys bene kas antrame uzdavinyje. Apskritimai
ir jbrézti keturkampiai duoda daug informacijos tiek apie kampus, tiek apie atkarpy santykius. Taip
pat neretai tenka sprendZiant paCiam surasti keturkampius, kurie yra jbréZtiniai, todél svarbu turéti

gera akj juos medziojant.
Faktas 3.2: PrieSingy kampy suma yra 180 , o pratestas prieSingas kampas lygus.
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Teiginys 3.3: Tiese, einanti per O yra statmena stygai AB tada ir tik tada, kai ji eina per AB
vidurio taska.

Jrodymas: Kadangi OA = OB = R; 4AOB lygiaSonis. Tada OM aukstine (O OM
pusiaukrasting, nes lygiaSonio trikampio aukstiné ir pusiaukrastiné sutampa.

Svarbus teiginys:

Teiginys 3.4: Jeigu iskilasis keturkampis ABCD yra jbréztinis ir F yra jstriZzainiy sankirtos taskas,
0 E yra AB ir CD sankirtos taSkas, tai tada trikampiai ABF ir CDF yra panasus. Be to, trikampiai
AFD ir CFB taip pat yra panaSus. Ir galiausiai trikampiai ADE ir CBE taip pat yra panasus.
Tuomet, i$ panaSiujuy trikampiu krastiniy santykio savybiu

BF FD=AF CF beiEA EB=ED EC.

B

>

4

Dél Sio teiginio kartais apsimoka pratesti keturkampio kraStines iki jy sankirtos taSsko  gauname
atkarpy santykiy.
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1.3.2 Liestinés
ApibréZzimas: Liestiné  tiesé, einanti per vieng ir tik vieng apskritimo taska.
Pagrindiné savybé: jei apskritimo centras O, lietimosi taskas A, liestiné I, tai OA?I.

Jrodymas: Tegu yra prieSingai  OA néra statmenas. Tuomet tegu statmuo j | yra taSke B. Bet
tada OB%2 = OA? AB? < OAZ?, todél OB < OA = R. Bet tai reidkia, kad yra liestinés taskas
esantis apskritimo viduje, kas nejmanoma. Gauta prieStara. Vadinasi, OA yra statmenas.

Kita svarbi savybé liestinés i$ vieno tasko tam paciam apskritimui yra lygios.

Jrodymas: Tegu CA ir CB lieCia apskritimg, kurio centras O. Tuomet OA = OB =R, 0 \OAC =
\OBC = 90 . Tuomet pagal Pitagoro teoremg AC2 = OC? OA? = 0C? O0OB? = BC?, todél

AC =BC:
A , C
1
o}
B
B A

Na ir treCia savybé, kurig privalu prisiminti:

Teiginys: Kampas tarp liestinés ir stygos, kurios vienas galas yra lietimosi taSkas, yra lygus
jbréztiniam kampui, besiremianciam j tg styga i$ kitos pusés. Kitaip sakant, \KAB = \ACB =
\ADB ar \LAD =\AEB.

Jrodymas: Tegu apskritimo centras O. \KAB =90 \BAO. Taip pat pastebékim, kad \BAO =

\ABO, nes OA = OB = R, 0 \BOA = 2\BCA. Tuomet pasinaudoje trikampio kampy sumos
formule, \BCA = MBOA — 180 ABAO MABO _ 180 ABAO — 99 \BAO = \KAB. Taip pat

jrodoma ir bukiems kampams.
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Teisingas ir atvirksCias teiginys: jei \KAB = \ACB kaZkokiem taskam B ir C, tai AK yra
liestiné.

IS to seka dar vienas teiginys 3.5:

Tegu liestingé iS taSko A lieCia apskritimg taSke B. Jei tiesé per A kerta apskritimg taskuose C ir
D, tai trikampiai ADB ir ABC bus panasus. IS ju panaSumo gauname

AC AD = AB?

1.3.3 |bréztinio keturkampio egzistavimo jrodymo budai

Sitai labai gerai apradyta matematikos knygoje, tad rekomenduojame apie tai pasiskaityti ten. Cia
norétume pabrézti §j metoda ir duoti jo jrodyma (per olimpiada jrodinét nereikia).

Teiginys 3.6: Jei \ABD = \ACD, tai ABCD |bréztinis (zr. j brézinj).

Jrodymas: Tegu AC \ BD = E. Tuomet pagal kryZminius kampus \BEA = \CED ir duota, kad
\ABD = \ACD. Tuomet 4BEA 4CED pagal du kampus. Vadinasi, & = £E, be to, vél
pagal kryZzminius, \BEC = \EAD. Vadinasi, 4ABEC 4AED. Tuomet \BCE = \EDA =

\BDA, 0 \BCD = \BCE + \ACD = \BDA +\ABD = 180 \BAD (trikampio kampu
suma). Jrodyta.
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1.3.4 Pavyzdziai
Pateiksiu keturis pavyzdzius.
1. Klasikinis pavyzdys LMMO 2014 9-10 klasiy 2 uzd.:

Trikampio ABC pusiaukampinés AD ir BE kertasi taSke G, o kampas C lygus 60 . Jrodykite, kad
GD = GE:

Sprendimas: Pagal sekcijos 2.2 pirmg pavyzdj, \AGB =90 + % = 120 , todél \DGE = 120
pagal kryZminius. Tada CDGE  jbréZtinis, nes \DGE + \DCE =60 + 120 = 180 . Kadangi
stygos GD ir GE atitinka lygius kampus (N\ACG = \BCG), tai yra lygios.

B

Komentaras: Nors uZdavinio salyga itin trumpa, sprendimas uZima taip pat vos 3 sakinius. Zi-
noma, per olimpiada naudojama pavyzdj reikty jsirodyt, bet i$ anksto jj Zinoti labai padeda. Tokj
sprendimg sugalvot galima turbut vienu i$ Siy budy:
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1) ISsireiSkingjant kampus pastebéti, kad NAGB = 120 , o tuomet suprasti, kad tai duoda jbréztinj
keturkampj.

2) Pastebeéti, kad jrodZius gauname lygias atkarpas prie$ lygius kampus, o tokia konfiguracija jau
kaip ir sufleruoja jbréztinius keturkampius.

3) Tiesiog pastebéti, kad galbut CDGE  jbréztinis, ir bandyt tai jrodyt.

Zinoma, reikia nuolat tikrintis, ar turima informacija vis dar neduoda atsakymo: galbut jau tu-
rite viska, kad paraSius vieng sakinj butumét rade atsakyma ar jrode ka reikia, bet to tiesiog
nepastebite.

2. Trapecijos pagrindai AD ir BC, be to, AB = BC = BD. Taskas K ant AD toks, kad BK?AD.
BK ir AC kertasi taske M. Raskite kampg CDM.

Sprendimas: Kadangi AB = BC = BD, tai galima nubrézZti apskritimg, kuris eina per A;C;D;
0 jo apibréztinio apskritimo centras B. Pagal centrinio ir jbréztinio kampo sarysj, 2\ACD =
\ABD = 2\MBD, {ia antra lygybé galioja, nes BK lygiaSonio trikampio ABD auksting, vadi-
nasi ir pusiaukampiné. Tada \MCD = \MBD, tad MDCB jbréztinis keturkampis. ADkBC,
todéel \MBC = 90 . Tada, kadangi jbréztinio keturkampio prieSingy kampy suma lygi 180 , tai
\CDM =90 .

Pastebékite, kad kartais jokio apskritimo pradiniam bréZinyje néra  juos reikia patiems rasti ir
jrodyti, kad jis eina per atitinkamus taskus, ar nurodyti kaip 2-ame pavyzdyje centro padét;j.

3. LMMO 2015 9-10 klasiy 2 uzd.: Trikampio ABC, kuriame AB = BC ir \ABC = 40 ,
kraStinéje AB pazymeétas taSkas D. Tiesé | tasSke D lieCia apie trikampi ADC apibréztg apskritimag
ir kerta apie trikampj BDC apibréztg apskritimg taskuose D ir M. Raskite kampg MBA.

Sprendimas (Oficialus): Kadangi trikampis ABC yra lygiaSonis ir \ABC = 40 , tai \DAC =
\BAC = 180 MBC _ 180 40 — 70 . Kadangi tiesé | lietia apibrézta apie ADC apskritima
taske D, tai \MDC = \DAC = 70 : Taigi \MBC = \MDC = 70, nes jbréZtiniai kampai
MBC ir MDC remiasi | tg patj apskritimo, apibréZzto apie BDC, lanka. Vadinasi, \MBA =
\MBC +\ABC =70 +40 =110.

Komentaras: Tai pavyzdys, kad liestiniy savybiu reikia ir respublikingje. 18 keturiy minéty, Si viena
sunkiau suvokiamy; kartais sunku pastebéti, kaip jg pritaikyt. Taigi, sprendimas yra kaip vienas
pavyzdziy jos taikymo.
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4. Lygiagretainio ABCD |striZainés kertasi taSke O. Jrodyti, kad statmenys i§ A jCD, CB, BD ir
taSkas O priklauso vienam apskritimui.

A B

Sprendimo eiga: Trumpas komentaras  uzdavinys sunkokas. IS tikryjy, jrodomasis keturkampis
nera vienintelis joréZtinis brézinyje  paziuréjus ilgiau, galima paspélioti ir kity keturkampiy. Daug
statmeny i vieno tasko rodo, kad bus daug 90 kampy. Tai leidZia atkreipti démesj j du faktus:

1) Yra daug lygiu kampu (lygiu 90 );
2) 90 +90 =180 ;

Tegu tie statmenys K;L;N. Tada \AKC +\ANC =90 +90 = 180, tad KANC jbréZtinis.
O - AC vidurio taskas, todél tai apie §j keturkampj apibrézto apskritimo centras (kodél?). Tada
\KON =2\KAN =2 (180 \KCN) =2\ADC =\ADC + \ABC. Cia naudoju jbréztinio
keturkampio ir lygiagretainio savybes. Taip pat pagal teiginj 3.6, kadangi N\AKD = \ALD =
90 ir N\ALB = \ANB = 90, tai ALKD ir ALNB jbréztiniai keturkampiai taip pat. Tada
pagal jbréztiniy ket. savybes, \KLN = 360 \ALK \ALN = (180 \ALN) + (180
\ALK) =\ADC + \ABC. Taigi, \KLN = \KON, tad vél pagal teiginj 3.6 KLON jbréztinis.
|rodyta.
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1.3.5 188ukis pasaulinés IMO uzdavinys

ISspresti pasaulinés matematikos olimpiados uzdavinj labai sunku, tad nereikty tikétis sugebét tokj
uzdavinj iSsprest patiems, ypac jei esate pradedantieji. Cia jis pateikiamas dél to, kad parodytume,
jog visos iki dabar iSdéstytos teorijos pakanka spresti pasaulinio lygio uZdavinius; taip pat, kad
padéty geriau suprasti kaip sprendZiami geometriniai uzdaviniai. Dél to patariame pasistengti iki
galo suprasti sprendima:

2014 IMO 4 uzdavinys: Tegu P ir Q yra taskai ant trikampio ABC krastinés BC tokie, kad
\PAB =\BCA ir \CAQ = \ABC. Tegu M ir N yra taskai ant AP ir AQ tokie, kad P yra AM
vidurio taSkas ir Q yra AN vidurio taSkas. |rodykite, kad BM ir CN sankirtos taSkas priklauso
apskritimui, apibréztam apie trikampj ABC:

Sprendimo eiga: Kaip visada, svarbu nusibraizyti didelj brézinj ir kuo tiksliau atidéti taskus P ir
Q. Pradzioje duotos kampu lygybés su pradinio trikampio kampais, todél galime juos pasizyméti

brézinyje. Dél patogumo, tegul \ABC = ir \ACB = . PaZiuriu j 4ABP. Jis turi kampus ir
. Aha! Pagal du lygius kampus, Sis trikampis panasus j pradinj, 4ABC. Tuomet ir tre€ias kampas
lygus, t.y.,, \APB = \BAC. Dél patogumo pazymékime \BAC = . Bet pala trikampis ABP

i5 esmés niekuo nesiskiria nuo trikampio ACQ, tiksliau, salygos ju taSkam gana panaSios. Tad
paziuréjes | 4ACQ randu, kad jis taip pat turi kampus ir . Vadinasi, jis taip pat panasus j
A4ABC, ir \ACQ = . I§ to seka du dalykai:

\ACQ =\APB = , tad 4APQ lygiasonis, AQ = AP.
4ABC 4PBA 4QAC.

Dabar, dél AQ = AP seka, pagal taSky M ir N apibrézimg salygoj, kad PM = QN = AQ = AP.
Dél kryZzminiy, \CPM = ir \BCN = . Taip pat AM = AN. Galbut tai bus svarbu, galbut
ne, bet turéti tai po ranka visai patogu.
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Panaudosiu tokig gudrybe, kuri daZznai padeda spresti Jrodykite tipo uzdavinius: pazymiu tai, ka
reikia jrodyti, lyg tai buty duota. Kuo tai padeda? Na, tai tikrai yra teisingas faktas, kitaip
jo mums neduoty jrodyti. Tada ieSkau, kokiy nauju savybiu galiu pasakyti apie brézinj: ar tai
panasus trikampiai, ar lygus kampai, atkarpos, gal galima nubrézt naujy apskritimuy ir panaSiai.
Kadangi viskas, kas pazyméta bréziny, yra teisinga, tai ir gauti pastebéjimai tikrai bus teisingi.
Stai gudrybé: galbut tie "nauji" pastebéjimai visai néra nauji? Galbut a3 jy tiesiog iki dabar
nepastebejau, taciau galéjau jrodyti nenaudojant to, ka reikia jrodyti. Galbut man jau pakanka
duomenu, tik a3 ju nesudéjau j visuma, arba Zinau beveik pakankamai, tik nepazymeéjau brézinyje,
neparaSiau tai jrodanciy lygciy ar nepritaikiau reikiamos teoremos.

Sis triukas parodo, jog svarbu Zinoti ir prisiminti, ka reikia jrodyti (tiesa, jrodymo geometriniai uz-
daviniai Zemesnése klasése reti, tafiau yra dominuojantys aukStesniame lygyje). Taip pat yra vienas
pavojus  netyCia pamirsti, jog i$ tikryju tas faktas neduotas, ir jj jrodyti naudojantis juo paciu.
Todel reikia buti atsargiems ir prisiminti, kad tg faktg teisingu pazymime tik hipotetiskai.

Taigi, pazymiu \CKM = \BKN = \BAC = , nes tik tada ABKC jbréztinis. Tada sektu,
pagal teiginj 3.6, kad CP KM ir BQKN jbréztiniai. Vadinasi, tai turi buti tiesa, tik mes dar to
nezinome (nejsirodéme). Na tada sekty, kad \PCK =\P MK, 0 \BQN = \BKN, nes jie remiasi
j tuos pacius lankus. Dabar reikia pazymejus brézinyje atidziai paziuréti, kg tai reikSty. Aha! Juk
tada 4ANCQ MBP pagal visus tris kampus. Na galbut Sitai galima jrodyti naudojant tik faktus,
suzinotus iki triuko panaudojimo, t.y., iki AM = AN (juk viskas iki tol yra pilnai jrodyta). Pasirodo,
galima. Tik reikia pamastyti ir atspéti kaip, arba tiesiog bandyti visus budus i$ eilés. Na, Siuo atveju
ju néra daug: \CPM = = \BCN, tad skaiCiuojame gretimy krastiniy santykius: 5% = g2 =
ce = 28 = EM Visi santykiai jau i§ Zinomy panasiy trikampiy. Vadinasi, jrodeme uzdavinj!
Nes i$ lygiy kampu ir atkarpy santykiy gauname 4ANCQ MBP, todél, pvz., \PCK =\PMK.
Tada pagal teiginj 3.6 CP KM jbréztinis, tad \CKM = \CPN = \BAC (remiasi j tuos pacius
lankus). Tada \BAC +\BKC =\BAC + (180 \CKM) =\BAC \CKM +180 =180,
todél ABKC jbréztinis, K priklauso apskritimui, apibréztam apie ABC.

Sveikinu visus sekmingai pasiekus jrodymo pabaigg. I1Smetus bereikalingus komentarus ir viskg nuo
"Panaudosiu tokig gudrybe™ iki " visus budus i$ eilés" gautume normaly sprendima, kuris nebuty
toks ilgas. Minéta dalj jdéjau dél to, kad parodyc€iau kaip pats priéjau tokj uzdavinio sprendima,
ir, kad nebuty tokio didelio minties Suolio kaip i$ niekur nieko jrodyti tuos du panaSius trikampius.
Jeigu beziurint j brézinj tiesiog Sauna j galva, kad galbut tai tiesa, ir pavyksta jrodyti, tai puiku;
taCiau daZznai tenka ilgai paklaidzioti net ir einant teisinga linkme.

1.4 Bréziniy pildymai ir sprendimo eiga

Apie sprendimo eigas bandzZiau papasakoti jvairiais pavyzdZiais. I3 tikryju, geometrijos uzdaviniy
oficialus sprendimai miesto bei respublikiniame etapuose buna gana trumpi. Todel sprendziant
esmé yra sugalvoti, atspéti i$ kokiy Zingsniy susidaro sprendimas. Tada reikia gerai Zinoti, kokius
jrankius  teoremas, faktus, savybes  Zinote, ir jais naudojantis, jrodinéti faktus apie duotg
brézZinj. AS, pavyzdZiui, anks€iau mégdavau olimpiados metu tiesiog eiti galvoje per visas technikas,
kokias Zinau (rasti jbréztinj keturkampj, rasti panaSiy ar lygiy trikampiy, rasti tris taSkus vienoj
tieséj/rasti tris vienam tadke susikertancias tieses, pastebéti lygius kampus, atkarpas, vidurio linijas,
lygiagreCias/statmenas tieses ir t.t.), ir visas i$ eilés bandyt pritaikyt uzdavinyje.

Dél bréZiniy pildymo:

Pats paprasCiausias, ir praktiSkai visada butinas, yra dviejy tasky sujungimas. Tai reiSkia, kad mes
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pasirenkam du bréZinyje esancius taskus ir sujungiam juos atkarpa. Tai daznai buna intuityvu,
taCiau kartais gali duoti netikéty fakty.

Daug sudeétingesnis yra tasky pildymas. Tai yra kazkokio specifinio tasko pazymeéjimas bréziny.
Pavyzdziui  vidurio taskas, kaZkuris i3 trikampio centry, dviejy pratesty atkarpuy susikirtimo taskas,
apskritimo ir tiesés susikirtimo taskas, net kaZzkieno atzvilgiu simetriSkas kitam taskui taskas ir t.t.
Kaip tokj taska pazyméti? Daznai tiesiog atspéti. Kartais norisi gauti kokiy lygiy kampu, atkarpuy
ar panaudoti Zzinoma savybe (2.4 skyriaus 4 Pvz.). Kartais jis gali padéti iSnaudoti jdomesne sglyga
(duosiu to Klasikinj pavyzdj). Bréziniy pildymai daznai padeda surasti nauju fakty, jie lyg pagal-
biniai papildymai, hint’ai. Bet kuriuo atveju, taskuy pildymai gana reti respublikos etapuose.

Pavyzdys: LMMO 2010 9-10. kl. 2 uzd.: Trapecijos ABCD 3oninés krastinés AB ilgis ly-
gus pagrindy AD ir BC ilgiy sumai. |rodykite, kad kampo A pusiaukampiné krastine CD dalija
pusiau.

Pildymas: Duota sglyga AB = AD + BC keista ir netradicing, ir nelabai aisku, kg ji duoda. Vienas
jos iSnaudojimo budy  padeéti taskg K ant AB tokj, kuris padalinty AB | atkarpas, lygias AD ir
BC. Butent AK = AD ir KB = BC. Taip galima padaryti dél duotos sglygos. Dabar gauname
porg lygiaSoniy trikampiy ir jau galime jrodinéti kazkokius faktus apie brézinj. Siulau uzdavinj
pabandyti pabaigti iSsispresti patiems.

——
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Tasko galia, radikalines asys bei centrai

2.1 Motyvacija

Radikaliniai dalykai Siuo atveju yra tasSko galia, radikalinés aSys ir radikalinis centras. Jie daZniau-
siai naudojami jrodyti tiesiy susikertamuma bei ypac glaudZiai susieti su apskritimuy ir jbréztiniy
keturkampiy geometrija. Siuose uzrasuose daznai naudojamos $ios jbréztiniy keturkampiy savybés,
tad jei pasimetat, galite grjZti prie Siy paveiksliuky ir prisiminti tas savybes: abiejuose bréZiniuose
AK AL =AM AN.

2.2 Tasko galia

Tarkim turime apskritimg ! su centru O ir spinduliu r bei taSkg A, ir norime juos kazkaip susieti.
Kadangi apskritimas simetriska figura, vienodai nutole taskai turéty buti susieti vienodai. Tai
motyvuoja isskirti dydj OA, nes jis simetriskas. Tada taSko galig (angl. power of the point)
apibréziame taip:

powy (A) = JOA®  r?]

Pastebékite, jog taSko galia apskritimo atzvilgiu yra nuliné tada ir tik tada, kai taskas yra ant
apskritimo.

Tegu per A nupiesta tiesé kerta apskritima taskuose X ir Y, o per O nupiesSta tiesé — tasSkuose B ir C.
Tada XY BC — jbréztinis, todel AX AY = AB AC = (A0 r) (AO+r)=A0% r?=pow;(A).
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Vadinasi, tasko galia apibudina sarysj tarp bet kokiy tokiy tasky X ir Y esanciy ant apskritimo ir
vienoje tieséje su A. Siuo atveju, tiesa, A yra taskas isoréje, bet nesunku patikrinti (patikrinkite),
kad jei A apskritimo viduje, vistiek turime powi (A) = AX AY.

A

Jdomus atvejis, kai per A nupiesta liestiné apskritimui, lieCia taSke Z. Tada galime teigti, kad
tiesiog X =Y = Z, ty., abu kirtimosi taskai sutampa. Tai gana akivaizdu, jei kertancig tiese
artinam link apskritimo krasto (2r. pav.). Tada powi(A) = AX AY = AZ AZ = AzZ?. §j
rezultatg reikty prisiminti. Kitavertus, toks apibrézimas seka ir Zinant liestiniy  Kirstiniy savybe:
AX AY =AZ2

Svarbu nepamirsti, kad galia yra sarysis tarp tasko ir apskritimo, ir priklauso nuo konkreciy tasky ir
nuo konkre€iy apskritimy. Esant vienam apskritimui, su juo nedaug ka nuveiksi, taCiau Stai vienas
pritaikymas:

Kosinusy teorema: a2 =b?+c? 2bc cos , kur kampas pries a.

Jrodymas: NubréZiu apskritimg su centru B ir spinduliu c, jis kerta b taSke K. Tasko C galia bus
vienavertus a®> c?, kitavertus CA CK = CA (CA+ AK) = b’ +b AK. Pagal apibrézima,
cos = cos\BAK = ZK = Z£K todéla? c¢?=b%+b AK =D b 2c cos =bh? 2bc cos ,
pertvarkius a> = b%? +¢?> 2bc cos .

Daug jdomiau taSko galia ZaidZia kai yra du ar trys apskritimai, prie ko ir judame toliau.
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2.3 Radikaliné aSis

Tarkime turime du apskritimus, 1, ir 15, su O1 ir O, bei r; ir rp. Bendru atveju, bet kokiam
taskui A, pows, (A) & pows,(A), nes tam turi galioti ypatinga salyga O1A?  r? = 0,A%2  r3.
Taciau tokie taskai egzistuos, jei apskritimai nera koncentriski (O1 & O;). Kuo jie svarbus? Tegu
powr, (A) = powr, (A). Tada per A nupieSus dvi bet kokias tieses 1 ir I, 11 kerta vieng apskritima
taSkuose K ir L, o I, kerta kita apskritimg taSkuose M ir N, o AK AL = AM AN, vadinasi
KLMN jbréztinis. Ir taip bet kuriai tiesiy Iy ir I, porai! Stai kodél Sie taskai svarbus. 13 tiesy, turint
apskritimus 17 ir T, visi taSkai tenkinantys powr,(A) = powi,(A) sudarys tiese, kuri vadinama
dvieju apskritimy radikaline aSimi.

Jrodymui iSnagrinésiu du atvejus, kai apskritimai kertasi/lieCiasi bei yra vienas kito iSoréje. Kai
vienas yra kito viduje aSis taip pat egzistuos, jos jrodymas panaSus j tg, kaip iSoréje. O kodél tokia
tiesé neegzistuoja kai 17 ir 1, koncentriski siulau panagrinéti patiems.

1) 1, ir 1, kertasi taSkuose P ir Q (jei P = Q, jie lieCiasi). Tai svarbiausias atvejis. Kadangi P ir
Q priklauso abiems apskritimams, powy,(P) = powi,(P) = 0 ir pow, (Q) = pow,(Q) = 0. Tada
per juos nupieSiam tiese P Q. Nesunku pastebéti, kad tada jei A 2 P Q, nupiedus I, ir Iy i§ jbréztiniy
keturkampiy savybiy gauname AK AL = AP AQ = AM AN, todél powy, (A) = powi,(A), tiesés
P Q taSkai duoda lygias galias.
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2) 1, ir 1, yra kits kito iSoréje. Retesnis, bet svarbus atvejis. Dabar Siek tiek atspéjame vieng
tadkg - paimame taskg X ant O;0,, ir parenkame kad jis priklausyty radikalinei aSiai. Tai yra,
jei jo atstumas nuo O; yra a, tegu a = %. Tada atstumas XO, buty b = 0;0, a,
ir pertvarkius pamatytuméme, kad a2 r? = b?> r3. Todél galios abieju apskritimy atzvilgiu
sutampa. Dabar paimkime tiese I3 per X, statmeng 010, ir taskg Y ant jos. Stai kur tasko
galios apibrézimo zavumas: pagal dvi Pitagoro teoremas, Y 03 X003 =Y X2 =Y0? XO?, tad
YO3 Y02 = X0 XO0?% =1h? a2 o kadangi tasko X galios sutampa, tai ir lygu r3 r2.
Tada pertvarkius Y03 13 =Y O0? r2, pows,(Y) = powy, (Y)! Todél tiesei I3 priklausantys taskai

tenkina lygiy galiu salyga.
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3) 1, yra I, viduje — paliekame jrodyti skaitytojui.

Galima pastebéti, jog radikaliné aSis visada statmena centrus jungianCiai tiesei (pirmu atveju tai
seka i$ to, kad O;P0O,Q  deltoidas). Tai tiesa ir treCiu atveju, todeél:

Faktas: Dviejy apskritimy radikaliné aSis visada statmena tiesei, jungianCiai apskritimy centrus
(ar galite susieti su nekoncentriskumo salyga?).

Retais atvejais, kai praSoma jrodyti, kad kazkokia tiesé statmena O;05, galima vietoj to jrodinéti,
kad ta tiesé lygiagreti radikalinei asiai.

Akylam skaitytojui turéjo uzkliuti, kad radikalinés tieses egzistavime yra viena spraga — jrodeme,
kad visi taskai ant minéty tiesiy tenkina powi,(A) = powi,(A), bet nejrodéme, kad néra taskuy,
nesanciy ant ty tiesiy, bet tenkinanCiy lygias galias. Kitaip tariant, reikia dar parodyti, kad tokie
tadkai yra tik ant radikalinés aSies, ir niekur kitur. Kadangi jrodymas visai atvejais bendras, j
atvejus neskirstau:
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Naudojame priedtaros metoda. Tarkim, kad egzistuoja taskas Y, neesantis ant radikalinés asies,
bet tenkinantis powy, (Y% = pow,(Y"). Tada statmuo i§ Y' yra X' & X, kur X yra radikalines
aSies ir 010, sankirtos taSkas (Zr. pav.). Skai¢iuojam:

pOW!l(Y 0) = pOW!Z(Y 0) :)
Y03 r3=Y'0f rf=>
Y'03 Y'02=rZ r2=X0% XO0?=(X0; XOp)(XO,+X0;)=(X0; XOp) 0;,03;

bet taip pat i$ Pitagoro teoremy

v'o3 v'of=(y'0: Y'X®) (yv'of Y’x®)=x'07 X'0f=
= (X0, X0y (X'0; + X'0;) = (X"0, X'0,) 0,0,
Taigi gauname, kad X0, XO; = X'0, X0y, o pakeitus XO; = 0;0, XO, ir X'0; =

0,0, Xooz, gauname 2X0, 0,0, = ZXOOZ 010, iS ko seka O, X = OzXO, ty., X = XO,
prieStara.

Vadinasi, radikaliné asis yra unikali visy tasky su lygiomis galiomis vieta.
Pavyzdziai:

1. Duoti du apskritimai, esantys vienas kito iSoréje. Nubréztos visos keturios bendros liestines.
Jrodykite, kad ju vidurio taskai priklauso vienai tiesei.

Sprendimas: |Jrodysime, kad bet kuris bendros liestinés vidurio taSkas priklauso radikalinei aSiai.
Tada ir visi 4 taSkai priklausys aSiai, todél bus ant vienos tiesés. Tegu liestiné AB, jos vidurio
taskas M. Tada AM = BM, todél AM? = BM?Z. Prisiminkime, kad pow; (M) = MX?, kai M X

liesting apskritimui . Tada powy,(M) = AM? = BM? = powy,(M), M priklauso radikalinei
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aSiai. Atkreipkite demesj, kad su radikaliniais dalykais sprendimas itin greitas ir trumpas, o be ju
uzdavinys buty itin sunkus.

2. Duotas apskritimas ! (centras O) su stygom AB ir AC, AB vidurio taskas M. Per M nupiesStas
apskritimas, lieCiantis AB ir kertantis AC taSkuose D ir E. Jei AD = CE, jrodyti, kad OM =
OD =OE.

Sprendimas: Liestinés  kirstinés savybé duoda AM? = AD AE, tada AM BM = CE AE,

taigi pow: (M) = pow:(E). IS AD = CE =) AE = CD, todéel AM BM = AD CD, todél

pows (M) = pow: (D). Taigi, OM = OD = OE i§ tasko galios apibréZimo (nes apskritimo spindulys
tas pats).

2.4 Radikalinis centras

Galiausiai, kas nutinka jei turime tris apskritimus? Tuomet kiekvienai porai apskritimy buty po
vieng agj, taigi turime tris radikalines aSis. Jas sieja Si teorema:
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Radikalinis centras: Trijy apskritimy paporiui esancios radikalinés asys kertasi viename taSke,
vadinamame radikaliniu centru.

Jrodymas: Tegu dvi i$ aSiy kertasi taSke C. Kadangi jis priklauso pirmo ir antro apskritimy radika-
linei aSiai, tai powy,(C) = powi,(C). Analogiskai jis priklauso ir kitai asiai, todel pow,,(C) =
powi,(C). Bet tada ir pows, (C) = pow:,(C), todél C priklauso ir treiai radikalinei aSiai. Vadinasi
C yra trijuy aSiy sankirtos taskas.

Pagrindinis Sios teoremos privalumas tas, kad gaunamas jrankis gana nesunkiai jrodyti, jog trys
tiesés kertasi viename taske. Si teorema daZnai yra tik dalis didesnio sprendimo (daZnai baigiamasis
akcentas), todél lengvesniy uzdaviniy mazoka. Todél pateikiu tik vieng pavyzdj, kuris ir taip gana
sunkus:

3. Duotas jbréztinis keturkampis ABCD. Tegu AD kertasi su CB taSke K, AC kerta BD taSke L,
o liestinés, nubréztos per A ir B kertasi taSke N. Jrodyti, kad K;L; N yra vienoje tieséje.

Sprendimas neprastas, todél iSvardinsiu tik pagrindinius sprendimo blokus, kuriuos jrodyti palieku
pacCiam skaitytojui:

1) Norime pritaikyti radikalines aSis. Todél tegu apie ADL apibréztas apskritimas kerta apie BCL
apibréZtg apskritimg taSke M. Pagal radikalinj centrg, M; L; K yra vienoje tieséje.

2) ANBM jbréztinis.
3) Be to, M; L; N vienoje tieséje.
4) Tiesei ML priklauso tiek K, tiek N, todél L; K;N vienoje tieséje.
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2.5 Uzdaviniai

1. Tegu trikampyje ABC pazyméta BD yra kampo B pusiaukamping, kur D yra ant AC. Trikampio
BDC apibréztinis apskritimas kerta AB taSke E, o trikampio BDA apibréZtinis apskritimas kerta
CB tadke F. |rodyti, kad AE = CF.

2. 15 tasko O nupieSiame liestines OA ir OB apskritimui !. Per A nubréZiama styga AC lygiagreti
OB; tegu E yra antra OC sankirta su I. |rodyti, kad tiesé AE dalija OB pusiau.

3. Ant trikampio ABC krastiniy AB; BC ir AC padéti taskai C% A ir B?. |rodykite, kad apskritimy,
kuriy skersmenys yra AA?, BB!, CC! radikalinis centras yra H aukstiniy sankirtos taskas.
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Spiraline homotetija

3.1 Apibrezimas ir pagrindai

Spiraline homotetija apie taskg O (zinomg kaip spiralinés homotetijos centras) vadiname posukio
ir homotetijos (didinimo ar mazinimo) kompozicijg, t.y., vienu metu apie taska sukame ir didiname
(maziname).

Pavyzdys, kuriame pradZioje trikampj pasukame, o paskui padidiname:
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Tegu turime dvi atkarpas AB ir CD, kurios nesudaro lygiagretainio. Tada visada egzistuoja unikali
spiraliné homotetija transformuojanti AB j CD (kartais 2ymima AB ¥ CD). Stai pavyzdys;
atkreipkite demesj, jog trikampiai ABO ir CDO panasus:
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Lema: Tegu AC kerta BD taske X, o apie trikampius ACX ir BDX apibrézti apskritimai kertasi
taSke O. Tada O yra spiralinés homotetijos siunciancios AB j CD centras.

Jrodymas: Kampu gaudymas.

Taip pat spiralinés homotetijos vaik$to poromis: taskas O taip pat yra spiralinés homotetijos taskas,
nusiunciantis AC j BD.

Irodymas: IS 4ABO  4CDO gauname 25 = 35. Akivaizdu, jog \NAOC = \BOD, todél
4ACO 4BDO pagal krastiniy santykius ir kampa tarp ju.

3.2 Taikymas

Spiraliné homotetija tipiSkai duoda vieng i$ 3 dalykuy:

1) Jei jau turime tadkg O, naudodami jos dualiSkumg (AB ¥ CD D) AC T BD) gauname naujg
porg panasiu trikampiy, i$ kuriy galima gauti naujy lygiy kampuy ir t.t.

2) Neturint tasko O, taiau turint vieng i§ apskritimy, galima nubréZti antrajj, taip gaunant O, o
i$ to gaunama panasiy trikampiy.

3) Kadangi spiraliné homotetija duoda panaSius trikampius, ji atitinkamus vieno trikampio taSkus
atvaizduoja j kito trikampio atitinkamus taskus. PavyzdZiui, jei AB ir CD vidurio taSkai M ir N, tai
ta pati spiraliné homotetija siun¢ia M ¥ N. Tai reikia, O yra spiralinés homotetijos AM ¥ CN
centras, bei dél dualumo AC ¥ MN centras.
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Tipinés konfiguracijos, sufleruojancios spiralinés homotetijos taikyma:

a
ﬁlv

Be abejonés, vien spiralinés homotetijos dazniausiai neuztenka iSspresti uzdavinj, tafiau tai itin
dazna ir stipri technika.
3.3 Pavyzdziai ir uzdaviniai

Pvz. 1.: Tegu 4ABC mazesnio lanko BC vidurio taSkas P; O ant tiesiy AB ir AC padéti taSkai X
ir Y taip, kad AXPY jbréztinis keturkampis. Jrodyti BX = CY .



Spiraliné homotetija

e

Jrodymas: Pastebékime, kad pagal lema, P yra spiralinés homotetijos BC ¥ XY centras. Pagal
dualumg, P yra taip pat spiralinés homotetijos BX ¥ CY centras, ty, 4BXP A4CYP. Bet
kadangi lankai BP ir CP lygus, tai lygios ir stygos BP ir CP, bet tada 4BXP = 4CY P, vadinasi
irBX =CY:

Pvz. 2.: Du lygiaSoniai trikampiai ABC ir ADE tokie, kad D yra ant AC, o \ACB = \CAB =
\AED = \EAD: Taskas X toks, kad XDKCE. |rodyti \BDX = \DAE.

Jrodymas: Akivaizdu, kad A yra spiralines homotetijos BC ¥ DE centras, todel ir BD ¥ CE
centras. Tada \ABD = \ACE =\CDX. \BDC =\BDX +\CDX =\BAD +\ABD, todél
\BDX = \DAE.

Pvz. 3.: Kartais sutinkama konfiguracija, taip pat praktiSkai 1985 IMO (bei kiny 1992) uzdavinys:
Tegu ant apskritimo  su centru O yra keturi taSkai A; B;C; D. AC kerta BD taSke P, o apie ABP
ir CDP apibréZti apskritimai kertasi taske X. Jrodyti \OXP =90 .

Irodymas: Tegu AC ir BD vidurio taskai atitinkamai M ir N. Tada i$ apskritimo savybiy OM ?AC
ir ON?BD, todel MNOP jbréztinis (90 +90 = 180 ), o PO - skersmuo. Akivaizdu, jog X
yra spiralinés homotetijos AC ¥ BD centras, todél ir AM ¥ BN centras (jsiziurékite). Taigi
A4AMX A4ABNX, todéel N\AM X = \BN X; i$ ko seka kad keturkampis PMN X jbréztinis. Taigi
taskai M;N; O; X; P guli ant apskritimo su skersmeniu P O, vadinasi \OXP =90 :
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UZdaviniai:

1. Stipresnis BMO 2014 4. Tegu ant apskritimo  turime jbréztinj 2023-kampj A1Az:::Az23. Ap-
skritimo viduje paZymeétas taskas T. Tegu tiese AjT kerta taske Al & A; visiems 1 6 i 6 2023.
Tegu apie trikampj AjAi+1 T apibrézto apskritimo centras yra Oj, o apie trikampj A?A?HT apibrézto
apskritimo centras yra O! visiems 1 6 i 6 2023 (kai i = 2023, imame A1 = A;). |rodyti, kad visi
0;O! kertasi viename taske. (Patarimas: Naudokite pvz. 3 (spiralinés homotetijos reikia tik tam
pvz. jrodyti, kurj olimpiadoje reikty jrodyti kaip lema)).

2. |bréztinio keturkampio ABCD jstriZzainés AC vidurio tasSkas M. TaSkai X ir Y atidéti atitinka-
mai ant krastiniy AB ir BC taip, kad jstrizainé BD eity per XY vidurio taskg N. Tegu XY kerta
AC taSke L. Jrodykite, kad taSkai M; N; L ir D priklauso vienam apskritimui.

3. Tegu D taSkas ant apskritimo apibrézto apie 4ABC mazesnio lanko BC, o AD kerta BC
taSke E. Tegu N yra vidurio taskas atkarpos, jungiancios trikampiy BDE and CDE apibréztiniuy
apskritimuy centrus. M yra BC vidurio taskas, statmuo iS A j BC kerta taske F bei FN kerta
taSke L & F. |rodykite, kad taskai M; N; L ir D priklauso vienam apskritimui.

4. IMO shortlist 2006: Tegu ABCDE yra iskilasis penkiakampis toks, kad \BAC = \CAD =
\DAE bei \CBA = \DCA = \EDA. |strizainés BD ir CE kertasi taske P. |rodyti Tieseé AP
dalija CD pusiau.

5. IMO 2005: Tegu ABCD i8kilasis keturkampis, kurio BC = AD, bet 3ios krastinés nelygiagrecios.
Tegu E ir F taSkai ant atkarpy BC ir AD taip, kad BE = DF: Tiesés AC ir BD kertasi taske P,
tiesés BD ir EF kertasi taske Q, tiesés EF ir AC kertasi taske R. Jrodykite, kad apie trikampj
P QR apibréztas apskritimas eina per fiksuotg taska, nepriklausomai nuo E ir F pasirinkimo.

36



Symediana

4.1 Apibrézimas ir pagrindinée lema

Symediana (simediana, simmediana, angl. symmedian) vadiname tiese simetriskg pusiaukrastinei
atitinkamos pusiaukampinés atzvilgiu.

Trivialiai i$ Sio apibrézimo iSplaukia, kad \BAN = \CAM, Si savybé ir yra dazniausiai naudojama.
Symediana svarbi dél Sios lemos:

Lema: Tegu apie 4ABC apibréztas apskritimas , o liestinés i§ taSky B ir C kertasi taSke D.
Tada AD sutampa su symediana, t.y, A; N; D yra vienoj tieséje, bei \BAD = \CAM.
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Jrodymas: Nuobodus. Yra trigonometrinis, sintetinis (bet neintuityvus), bei projektyvinis jrodymai.
Né vienas nevertas démesio, taCiau juos nesunku rasti interneto platybése.

Svarbus akcentai: lema galioja ir bukiems trikampiams (Zr. pav. Zemiau). Kaip mingjau, svarbiau-
sia savybé ta, kad \BAD = \CAM duodanti lygiy kampy. Kartais liestinés nebuna duotos, reikia
patiems jas papildyti (nors daznai jos jau duotos ir sufleruoja Sig lema). Galiausiai minétinas Sios
lemos naudojimas turint j trikampj jbréztg apskritimag (Zr. 3 pav.).

4.2 Kiti faktai

Tegu trikampio ABC liestinés taSkuose B ir C kertasi taske X. Tegu AX kerta aplink ABC
apibréztg apskritima taske K, o kraStine BC taSke J. Tegu 4ABC apibréZtinio apskritimo centras
O. Tada galioja Sie faktai:

1. BL = AB 2

JC — AC
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R A e R

Keturkampis ABKC yra harmoninis

4ABK 4AMC

(AO) ir apie 4BOC apibréztas apskritimas kertasi ant AK vidurio tasko.

BC yra tiek 4BAK, tiek 4CAK symediana.

BC yra \AMK pusiaukampiné, o M X yra N\AMK iSoriné pusiaukampiné.
Liestinés apie 4ABC apibréztam apskritimui i$ tasky A ir K kertasi ant tieses BC.

NerF

Komentarai apie jrodymus:

1.

Tiesioginé aplikacija ,Steiner ratio™ teoremos.

. Tai reiSkia AC BK =AB CK.
. Trivialus kampu gaudymas.

2
3
4.
5
6
7

Apie Sitg dar bus pakalbéta daugiau, ¢ia (AO) reiSkia apskritimg su skersmeniu AO:

. Taip pat dar bus aptarta.
. ISvada to, kad lema galioja ir trikampiui BKC.

. Seka i§ 5., itin naudingas faktas (ypaC tuose uZdaviniuose, kur duotas liestinés i$ tasko A ir

BC sankirtos taskas).

Paskutinis faktas: trikampio symedianos kertasi viename taSke, vadinamame symediany tasku arba
Lemoine point.

4.3 Pavyzdziai ir uzdaviniai

Pvz. 1.: (Lenkija 2000) Tegu trikampis ABC lygiaSonis, AC = BC, o jo viduje taSkas P toks, kad
\PAB = \PBC. AB vidurio tasSkas M. |rodyti \APM +\BPC =180 .
Jrodymas: Akivaizdu, jog AC = BC ir \PAB = \PBC duoda \PAC = \PBA. Tegu apie APB
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apibréztas apskritimas . Tada i atitinkamy lygiy kampuy seka, kad CA ir CB yra liestinés. Tada
pagal lemg, CP yra symediana, i$ ko tiesiogiai seka \APM +\BPC =180 (Zr. j pav.).

Pvz. 2.: (MEMO 2019 T5): Smailusis trikampis ABC tenkina salyga AB < AC. Krastinés BC
vidurio statmuo ir krastiné AC kertasi taSke D. Pazymeétas toks trikampio ABC apibréztinio ap-
skritimo trumpesniojo lanko AC taSkas P, kad DP lygiagretu BC. TaSkas M dalija kraStine AB
pusiau. Jrodykite, kad \APD = \MPB.

Jrodymas: Tai, kg reikia jrodyti, labai primena symedianos lemg; su tokia motyvacija, papildom
brézinj liestinémis A ir B, kurios kertasi taske K. Dabar tereikia parodyti, kad PD yra 4APD
symediana, t.y, P;D;K yra vienoje tieseje, kas taip pat yra ekvivalentu DKKBC (pastebékime,
kad tokiu budu visiSkai atsikratéme tasko P). Pagal konstrukcijg, 4BDC lygiadonis, bei kadangi
\DBC = \DCB = \KAB = \KBA (i$ liestiniy savybiy), tai 4BDC 4BKA. Akivaizdu,
jog B yra spiralinés homotetijos DC ¥ KA centras, todél ir CA ¥ DK centras, kas reiskia, jog
A4CAB 4DKB D) \KDB =\ACB =\DBC, todél KDkBC, uzbaigia sprendima.

Pvz. 3.: Tegu j 4ABC jbréztas apskritimas lieCia BC; AC ir AB taSkuose D; E ir F: Taskas H ant
tiesés EF toks, kad \HDA =90 . Jrodyti, jog BC dalija AH pusiau.

Jrodymas: Kaip mingjau, kai duotas jbréztas apskritimas, Si lema kartais veikia. Papildom taska
M EF vidurio taSkg bei BC \ AH = X. Tada i5§ AE = AF seka \AMF =90 , todéel AMDH
joréztinis. Prisiminkime fakta, jog DX bus stataus trikampio ADH pusiaukrastiné tada ir tik tada
kai DX = AX arba DX = HX. Siuo atveju pasirenkam jrodyti DX = AX, kas yra ekvivalentu
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Symediana

\ADX = \DAX. Naudojame symedianos lema, liestiniy savybes, prieckampio teoremg bei rastg
jbréztinj keturkampj: N\ADX = \FDB + \ADF = \FED + \EDM = \FMD = \HAD =
\DAX, jrodyta.

Uzdaviniai:

1. Duotas trikampis ABC. Tegu X yra spiralinés homotetijos BA ¥ AC centras. |rodykite, kad
AX yra symediana.

2. (Vietnam TST 2001) Du apskritimai kertasi taskuose A ir B, o bendra liestiné lieCia juos taskuose
P ir Q. Apie trikampj AP Q apibréztas apskritimas, liestinés jam tasSkuose P ir Q kertasi tasSke S.
Tegu H yra simetriSkas B apie tiese P Q. |rodyti, jog A;S; H yra vienoje tieséje.

3. (USAMO 1995) Duotas 4ABC su apibrézZtinio apskritimo centru O, 0 A;; B1; C; yra atitinkamai
BC; AC ir AB vidurio taSkai.TaSkas A, padétas ant spindulio OA; taip, kad 40AA; panasus |
A40AA. Taskai B, ir C, apibrézti panasiai. |rodyti, jog AA,; BB, ir CC, kertasi viename taSke.
4 Tegu ant 4ABC krastinés BC padétas taSkas X, o ant AX taSkas P. Statmenys iS P j AB ir
AC atitinkamai yra M ir N. Jrodyti, kad M = 2B tada ir tik tada kai AX yra symediana.

5. (Kubiliaus tauré 2019) Smailiojo jvairiakras¢io trikampio ABC apibréztinio apskritimo liestinés
taSkuose A ir B kertasi taSke S. Trikampio ABC aukstinés kertasi taske H, o taskas M dalija
kraStine AB pusiau. Tiesé HA kerta tieses CM ir CS atitinkamai taSkuose M; ir Sy, o tiese HB
kerta tieses CM ir CS atitinkamai taskuose M, ir S,. |Jrodykite, kad atkarpos M1S, ir M,S; yra
trikampio M1 MyH aukstineés.
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Humpty-Dumpty points

5.1 Apibrezimas ir savybés

Oficialaus pavadinimo Sie taSkai neturi, Humpty point ir Dumpty point yra labiau folkloro sugalvoti
pavadinimai, bet 3ie taskai Zinomi jau seniai. Stai jy apibrézimai:

A-Humpty point vadiname tokj taskg P, kuris tenkina \PoBC = \PAAB bei \PAoCB = \PAAC:

A

/

Tuo tarpu jo kolega A-Dumpty point vadiname tokj taskg Qa, kuris tenkina \QaBA = \QaAC
bei \QaAB = \QaCA.
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>

B/ C

Sie du tasky tipai turi daug savybiy ir kartais padaro uzdavinj trivialy, arba duoda papildomos in-
formacijos ar motyvacijos sprendimui. Be to, kiekvienai trikampio virSunei jie unikalus. Pradéekime
nuo Humpty point:

1) Apskritimai, nubrézti per taskg A bei lieCiantys BC atitinkamai tasSkuose B ir C kertasi taske
Pa.

Jrodymas: Trivialu: tegu Sie apskritimai kertasi taske Pg‘j, tada i$ liestiniy kampy savybiy gaunamas
P apibrézimas.

2) Priklauso pusiaukrastinei i$ tasko A.
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Humpty-Dumpty points

Jrodymas: Tegu apskritimai tokie kaip auksCiau, o APa kerta BC taske M. Tada kadangi APa
yra ty apskritimy radikaliné asis, tai M priklauso ju radikalinei aSiai. MB ir MC liestinés, taigi
MB? = MC? = MPaA MA,; taigi MB = MC; AM pusiaukrastine.
3) Tegu taskas P°A toks, kad BPACPg\ lygiagretainis. Tada Pg priklauso apskritimui, apibréZztam
apie 4ABC:
Irodymas: 13 lygiagretainio seka MP} = MPa; taigi naudojantis 2) MP{ MA = MB2 =MB MC;
taigi B; C; A; P,OA priklauso vienam apskritimui.
) 26 = Lo

A
Irodymas: ISplaukia i5 4PAMB 4BMA bei 4PAMC 4CMA.
5) B; Pa; H; C yra ant vieno apskritimo, kur H ortocentras.
Jrodymas: Kampy gaudymas duoda \BHC =180 \A, o taip pat akivaizdu i kampy sglygos,
kad \BPAC =180 \A, i$ ko seka koncikliSkumas.
6) HPA?APAZ
Jrodymas: IS 4PAMB 4BMA gauname \B = \BPaM, i$ 4) gauname \HP,B = \HCB, o
\HCB = \HAB (aukstiniy savybés), tad viska sudéjus gauname ko reikéjo.
7) Jei AH\ BC =D, tai DHPAM jbréztinis.
Jrodymas: Tiesiogiai seka i$ 6).
Dabar apie jo kolegg Dumpty point:

1) Yra spiralinés homotetijos BA ¥ AC centras.

Jrodymas: Apibrézimas.

2) AQa =BQa CQa.

Irodymas: Tiesiogiai i$ trikampiy panasumy.

3) Yra ant A symedianos.

Jrodymas: 1 uzdavinys i$ symedianuy; Tegu D yra liestiniy susikirtimo taskas, 0 AQa kerta BC taSke
L. Akivaizdu, jog \BQaL = \CQaL =\A, bei \BQaAC =2\A. Taip pat \BDC =180 2\A,
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taigi BDCOQa jbréztinis. IS BD = CD seka, kad QaD yra \BQaC pusiaukamping, bet taip pat
yra ir Qal, todél A;Qa;L; D yra vienoje tieséje, vadinasi AQa yra symediana pagal symedianos
lema.

4) B;Qa; O; C yra ant vieno apskritimo, kur O yra apibrézto apskritimo centras.

Jrodymas: Trivialiai OBDC yra jbréztinis (OB?BD ir OC?CD), 0i§ 3) BDCQAa jbréztinis, todél
ir B; Qa; O; C yra ant vieno apskritimo.

5) OQA?AQA.

Jrodymas: OD yra aukSCiau minéto apskritimo skersmuo, todel OQaD =90 .

6) Qa yra AK vidurio taskas, kur K yra symedianos ir apibréZto apskritimo sankirta.

Jrodymas: IS 5) ir OA = OK gauname norimg rezultata.

Taip pat naudojant 6) faktg ir Qa savybes galima jrodyti teiginj 5) i§ symedianos kity fakty.
Galiausiai verta paminéti, kad Qa bei Pa yra ,isogonal conjugates™.

5.2 Pavyzdziai ir uzdaviniai

Pvz. 1.: (ELMO 2014) Trikampio ABC ortocentras ir apibréztinio apskritimo centras yra H ir
O. Apskritimas 14, apibréZtas apie trikampj BOC kerta apskritimg su diametru AO taske M.
AM kerta 1; dar kartg taske X. AnalogiSkai apskritimas !,, apibréZtas apie trikampj BHC
kerta apskritima su skersmeniu AH taSke N, o AN kerta !, antrgkart taSke Y. |rodykite, kad
MNKXY .
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Irodymas: IS tasky M ir N savybiuy galime teigti, kad tai Humpty Dumpty taSkai. Pasinaudojus
tuo, kad jie ,isogonal conjugates™ gauname \MBA = \NBC = \NY C bei \BAM = \CAY;
todéel 4AAMB 4ACY. Analogiskai 4ANB 4ACX. Tada AM AY = AB AC = AN AX,
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Humpty-Dumpty points

s AM ﬂ i .
taigi 2w~ = Ay i2 ko seka norimas rezultatas.

Pvz. 2.: Tegu4 ABC ortocentras H, BC vidurio tackas M. Apie 4 ABC apibre®tj apskritimi
spindulys MH kerta ta2ke R, tiese AR kerta BC ta%ke K. Apie 4 BHC apibretas apskritimas
kerta AM taZke P. Irodyti, kad K;H;P yra vienoje tieseje.

Irodymas: 12ta2ko P apibre®imo seka, kadP yra Humpty point, vadinasi HP ? AM . Akivaizdu, jog
AH ? KM: Tegu spindulysHM kerta apskritimj ta2ke Q, tada gerai %inomas faktas, kadBHCQ
yra lygiagretainis, todel \ ACQ = \ ACB + \ BCQ = \ HBC + \ BCQ =90 . Taigi AQ yra
skersmuo,\ MRA =90 : Vadinasi H yrair 4 KAM ortocentras, todelKH  PH yra jo auktine.
Pvz. 3.. Duotas trikampis ABC . Prie kraztiniu BC ir AC nubre®i kvadratai, taip, kad ACLK
yra kvadratas ir BCNM yra kvadratas. Tegu tieseCN kerta AK tazke X, o tiese LC kerta M
tacke Y. Apie trikampius KXN ir LY M apibre®ti apskritimai kertasi dviejuose tazkuose, tegu
tas, kuris yra trikampio ABC viduje yra P. Ta?kas R toks, kad ACBR yra lygiagretainis. Irodyti
\ ACP =\ BCR.

Irodymas: 12 ta2ko R apibre®imo akivaizdu, kad CR yra pusiaukratine, taigi reikia irodyti, kad
CP yra symediana. Turint tik ta2kj P, galima viltingai tiketis, kad tai yra Dumpty point, nes i2 to
i2plauktu norimas rezultatas. [2 tiesu, imanoma irodyti, kad jis ir yra Dumpty point. Tai irodyti
paliekame skaitytojui. (Patarimas: Tegu KL kertasi su MN tazke Z. Be to, ar galite breinyje
pastebeti ibre®tiniu keturkampiu?)
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Uldaviniai

1. (IMO 2010 modi kuotas) Trikampyje ABC pa°ymetas ortocentrasH, AB vidurio ta2kas D, H
projekcijai CD yra P. TeguAP;BP; CP kerta apie4 ABC apibre®tj apskritimj tazkuose K;L;M .
Irodyti MK = ML.

2. (USAMO 2008)4 ABC kraztiniu AB ir AC vidurio tazkai M ir N. AB ir AC vidurio statmenys
kerta pusiaukraztin} i2 virines A taZkuoseD ir E. BD kerta CE tazke F. Irodykite, kad AMFN

ibre®tinis.

3. (USA TSTST 2015) Duotas trikampis ABC. Tegu K,;La ir My yra BC sankirta su vidine
A pusiaukampine, i2orine A pusiaukampine bei pusiaukra2tine i2A. Apskritimas, apibretas apie
4 AK 3L, kerta AM 5 taZke X 5. TaZkai Xy ir X apibre®ti analogizkai. Irodyti, jog apie X XpXc
apibre®to apskritimo centras priklauso 4 ABC Eulerio tiesei.

4. (USA TST 2005) P yra taZkas trikampio ABC viduje toks, kad\ PBC =\ PAB bei\ PCB =
\ PAC. AP vidurio statmuo kerta BC tazke Q. O yra ABC apibre®tinio apskritimo centras.
Irodyti \ AQP =2\ OQB.

5. TaZkas P yra ant trikampio ABC A symedianos.O; ir O, yra apie4 APB ir 4 CAP apibre®tu
apskritimu centrai. O yra 4 ABC apibre®tinio apskritimo centras. Irodyti AO dalija 010, pu-
siau.
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Inversija

'luo trumpu skyreliu siekiama supa’indinti su svarbia technika, kuri naudojama u°daviniuose su
daug apskritimu, siekiant juos pakeisti i u°davinius su tiesemis, kurios yra daug intuityvesnes ir
labiau valdomos.

6.1 Apibre®imas

Tarkim, M yra apskritimas su centru O ir spinduliu r. Tada tazko X (kuris nera O) inversija atvil-
giu M yra tazkas X ®ant spindulio OX, tenkinantis OX °= &. Tako O inversija yra neapibre®ta.

Taip pat pridesiu du apibre®imus: Tieses inversija yra visu tieses ta2ku inversijos sudaroma aibe.
Apskritimo inversija taip pat.

6.2 Pagrindines savybes

Tazko inversijos inversija yra pats tazkas (T.y. X 9= X)

Jei tazkas yra apskritimo viduje, jo inversija bus i2oreje, o jei yra apskritimo i2oreje, inversija
bus viduje. Tazkai ant apskritimo lieka savo vietoje.

Tieses L, einan£ios per apskritimo centrj O, inversija yra ta pati tiese.

Tieses L, neinan£ios per apskritimo centrj O, inversija yra apskritimas einantis per O, kurio
centras Q tenkina, kad OQ yra statmena L (Pabandykite 2i faktj isirodyti. Taip pat svarbu
yra kad, priezingai negu homotetijoje, apskritimo centras neatsivaizduoja i apskritimo centr;).
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" Apskritimo C su centru Q, einan£io per O, inversija yra tiese L, kuri statmena OQ.

~ Apskritimo C su centru Q, neinan£io per O, inversija yra kitas apskritimas, kurio centras yra
ant tieses QO (Irgi sulau isirodyti).

6.3 Idomesnes savybes

" Keturkampis ABA B Cibrectinis ir trikampis OA%B° pana2us i OBA.

" Tarkim, tazkas X yra apsktritimo i2oreje, o A ir B yra X liestines i apskritimj. Tada X inver-
sija apskritimo atvilgiu yra AB vidurio taZkas.

" i [ - ir spinduli i — IBCjj rj?
Tarkim, mes atliekame inversijj su centru A ir spinduliu r. Tada jB®CY = iACT] AB]

~ Tarkim, turim trikampi ABC. Jeigu atliekam iversijj su centru A ir spinduliu P jABj | ACj

ir tada viskj atspindime per kampo A pusiaukampin;, ta%kai C ir B gri°ta i save, tafiau pats
breinys tampa kitoks.
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6.4 Kur invertuojasi breiniai?

Dabar daugma® aizku kur invertuojasi atskiros quros, bet, kad galetume spristi u°davinius, turim
°inoti kur invertuojasi pilni breCiniai. ’ios sekcijos tikslas yra leisti jums 2iek tiek pasitreniruoti
prie2 °engiant i u°davinius.

Praktika 1
Trys apskritimai eina per tazkus A ir B. Kaip atrodys bre®inys po inversijos per A?

Praktika 2
Duotas trikampis ABC su ortocentru H ir circumcentru O. Kaip atrodys bre®inys po inversijos per
A?

Praktika 3
Duotas trikampis ABC su incentru |. Kaip atrodys bre®inys po inversijos per I?

Praktika 4
Duotas trikampis ABC ir M yra BC vidurio ta?kas. Kaip bre®inys atrodo po inversijos per A?

Praktika 5
Duoti trys apskritimai ws; w»; ws, kurie liefia vienas Kitj ir ju centrai vienoje tieseje. Kaip atrodys
breinys po inversijos per ka°kuri lietimosi tazk;?

Praktika 6
Duotas apskritimas ABC. AB vidurio tazkas M ir statmuo i2 B yra D. CM kerta BD tazke X. Kaip
atrodo bre®inys po inversijos per A?

6.5 Inversijos naudojimo pavyzdCiai

Taigi, kaip inversija i2 tikruju padeda mums i2spristi u°davinius? Visi sprendimai naudojasi inver-
sijos dvipusizkumu. Pvz., jeigu keturkampis yra ibre®tinis po inversijos ir inversijos centras nera ant
to apskritimo, tas keturkampis buvo ibre®tinis ir prie2 inversijj, arba jeigu trys tazkai A, B ir C po
inversijos guli ant to paties apskritimo, kuris eina per inversijos centrj, jie buvo ant vienos tieses
prie2 inversijj. Nors 2itie faktai yra ekvivalentus, kartais vienj i2 ju irodyti yra lengviau negu Kkit;.
Todel mes ir naudojame inversijj, ji neduoda mums garantuoto sprendimo kaip pvz. koordinates,
tafiau pakeifia u°davini i kitokij jo versijj, kuri mums gali huti lengviau prieinama (Arba prie2in-
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gail).

Pavyzdys (USAMO 1993) Duotas i2kilusis keturkampis ABCD, kurio istri’aines statmenos ir
kertasi tazke E. Irodyk, kad E atspind®iai per keturkampio kra2tines yra ant to paties apskritimo.

Sprendimas

Nors sjlygoje nera paminetas nei vienas apskritimas, mes galime isivaizduoti, kad egzistuoja ke-
turi apskritimai, kuriu centrai yra A, B, C ir D ir visi eina per E. Tada E atspindys per AB yra
apskritimu su centrais A ir B antra sankirta. Panaziai apsibre®ia ir kiti atspind®ai. Dabar u°-
davinys atrodo daug labiau vertas invertuoti. Taigi invertuokime su centru E ir bet kokiu spinduliu.
Apskritimai su centrais A ir C eina i tieses, kurios statmenos AC, o su centrais B ir D eina i tieses,
kurios statmenos BD. E atspind®ai per kraztines invertuojasi i tu tiesiu susikirtimo tazkus, kas
akivaizdCiai yra stafiakampio virtines - taigi, jie po inversijos yra ant vieno apskritimo, kuris neina
per inversijos centrj. Tai rei2kia, kad ir prie2 inversijj jie buvo ant vieno apskritimo, taigi u°davinys
i2spr|stas.

6.6 lbre®tiniai apskritimai

Inversija visai gerai dorojasi su apskritimais, kuriu apibre®ime yra ka°koks lietimosi tazkas - ar tai
hutu paprastasis trikampio ibre®tinis apskritimas, kuris liefia visas kra2tines, ar mixtlinear apskriti-
mas, kuris liefia dvi trikampio kra2tines ir apibre®tini apskritimj, ar dar bet koks kitas. Inversija
lietimosi sjlygij gali paversti i lygiagretumo ar apskritimo ir tieses lietimosi savyb, ir taip palengv-
inti uedavini.
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