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Įvadas
Vienais metais per IMO buvau sutikęs įdomų kanadietį. Visa matematika jo rankose lydėsi, tačiau
priėjęs prie geometrijos jis apšaldavo. P3-6 kombinatorikos, algebros ar skaičių teorijos uždaviniai
jam buvo daug lengvesni negu P1-4 geometrija. Jo vardas buvo Kevinas ir ši spraga jam du me-
tus iš eilės atėmė auksą. Ši knyga yra skiriama susidomėjusiems Lietuvos matematikams siekiant
užtikrinti, kad Kevino istorija Lietuvoje nepasikartotų. Paminėsiu, kad knyga dar nėra galutinėje
versijoje, taigi jeigu radot klaidų, netikslumų ar sugalvojot gražų sprendimą uždaviniui ir galvojat,
kad jis tiktų knygoje, rašykite laišką paulius.arturas@gmail.com.
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7.2 Trikampio nelygybė . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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7.4 Lietuviai nebijo trigonometrijos ir ilgių! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
7.5 Vektoriai ir kompleksniai skaičiai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
7.6 Mažiau žinomos teoremos daro gyvenimą lengvesniu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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8 Kombinatorinė geometrija 88
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8.10 Gražūs pavyzdžiai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
8.11 Uždaviniai sprendimui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
8.12 Hintai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
8.13 Sprendimai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

9 Konstrukcijos uždaviniai 117
9.1 Uždaviniai sprendimui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
9.2 Hintai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

iii



Pradmenys

1.1 Žymėjimai, apibrėžimai, patarimai

1.1.1 Pradmenų įžanga

Šiuose užrašuose supažindinama su geometrijos sprendimo metodais: teoremom, lemom, savybėm
(rekomenduojame taip pat pažiūrėti matematikos knygą). Nors geometrijos uždaviniai miesto bei
respublikiniuose etapuose dažniausiai nėra itin sunkūs, juos mokėti spręsti yra būtina. Galų gale,
gerai spręsti geometriją yra itin pravartu siekiant olimpiadinių pasiekimų aukščiau nacionialinio
lygmens, nes tai dažnai sprendžiamiausi uždaviniai. Jeigu turite laiko, o kažkurie faktai ar savybės
atrodo neakivaizdžios, nežinote jų įrodymo, tai pabandykite patys įsirodyti.

1.1.2 Žymėjimai

Pradėkim nuo žymėjimų, kuriuos naudosime:

• 4ABC žymi trikampį su viršūnėm A, B ir C

• ABkCD reiškia „tiesė AB lygiagreti tiesei CD"

• analogiškai AB?CD reiškia šių tiesių statmenumą

• AB \ CD = E reiškia „AB ir CD kertasi taške E"

• () reiškia „tada ir tik tada, kai"

• 4ABC � 4XY Z žymi „trikampis ABC panašus į trikampį XY Z"

1.1.3 Apibrėžimai

Statmuo � tiesė (atkarpa), statmena kitai tiesei (atkarpai). Pvz, statmuo AD tiesei BC; statmuo
per tašką K tiesei BC. Taip pat tašką, kuriame statmuo kerta statmeną tiesę kartais vadiname
projekcija.

Vidurio statmuo � tai tiesė, kuri eina per atkarpos vidurio tašką bei yra jai statmena. Pvz., BC
vidurio statmuo.

Liestinė � tiesė, einanti per lygiai vieną apskritimo tašką.

1



Pradmenys

Trikampio centrai: dažnai olimpiadoje uždavinio pradžioje būna duotas trikampis ir kurie nors jo
centrai. Štai dažniausi:

� Aukštinių susikirtimo taškas � tai taškas, kuriame susikerta visos trys trikampio aukštinės. Daž-
niausiai žymimas H. Taip pat vadinamas ortocentru.

� Pusiaukraštinių susikirtimo taškas� analogiškai, čia susikerta trikampio pusiaukraštinės. Savybės:
šis taškas dalija pusiaukraštines santykiu 2:1, taip pat pusiaukraštinės viena kitą dalija į šešis lygaus
ploto trikampius. Dažniausiai žymimas G. Dar vadinamas centroidu.

(a) Ortocentras (b) Centroidas

� Įbrėžtinio apskritimo centras � į kiekvieną trikampį galima įbrėžti unikalų apskritimą, kurio
centras � šis taškas, dažnai žymimas I. Tai taip pat ir trikampio pusiaukampinių susikirtimo
taškas. Kartais vadinamas incentru, dėl angliškos incentre notacijos.

� Apibrėžtinio apskritimo centras � analogiškai, apie trikampį galima apibrėžti vieną ir tik vieną
apskritimą, jo centras dažnai žymimas O. Tai taip pat yra trikampio kraštinių vidurio statmenų
susikirtimo taškas. Dažniausiai naudojamos savybės: OA = OB = OC, \BOC = 2\BAC ir
analogiškai kitoms viršūnėms; apibrėžtinio apskritimo centras yra ant trikampio kraštinės tada ir
tik tada, kai prieš ją esantis kampas yra status.

(a) Įbrėžtinio apskritimo centras (b) Apibrėžtinio apskritimo centras
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Pradmenys

1.2 Figūros, kampai ir jų gaudymas, įprastinės teoremos ir fak-
tai

1.2.1 Geometrinės figūros

Štai tipinės figūros bei jų savybės (atkreipkite dėmesį į jų braižymą):

Lygiašonis trikampis:

� Pusiaukampinė, pusiaukraštinė ir aukštinė sutampa; kraštinės ir kampai prie pagrindo lygūs.

� Specialus atvejis � lygiakraštis trikampis: Visi kampai lygūs 60�; visi trikampio centrai sutampa;
visos trys kraštinės lygios; taip pat kartais nepastebimas toks įrodymas, kad trikampis lygiakraštis:
\Y XZ = 60� bei XY = XZ (patikrinkite, kodėl tai akivaizdu).

Statusis trikampis: Čia įdomi aukštinė bei pusiaukraštinė, einančios per statųjį kampą:

Faktas 2.1: Tegu aukštinė, nuleista iš stataus 4ABC kampo \A, kerta BC taške D. Tuomet
4ABC � 4DAC � 4DBA; be to AD2 = BD �DC.

Įrodymas: Pastebėkime, kad \ADC = \BAC = 90�, o \DCA = \ACB yra bendras kampas,
todėl 4ABC � 4DAC. Analogiškai ir su 4DBA. Tuomet iš trikampio panašumų BD

AD = AD
CD ,

todėl pertvarkius AD2 = BD �DC.

Faktas 2.2: Jeigu M yra BC vidurio taškas, tai AM = BM = CM .

Įrodymas: Tegu taškas E toks, kad ABEC � stačiakampis. Tuomet pagal gana akivaizdžią stači-
akampio savybę, įstrižainės kirsdamosios atkerta keturias vienodas atkarpas, todėl jų sankirtos
taškas M , bei AM = BM = CM = EM .
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Pradmenys

Lygiagretainis:

Tai keturkampis, kurio priešingos kraštinės lygiagrečios. Tam, kad figūra būtų lygiagretainis, taip
pat užtenka:

� AB = CD ir BC = AD

� AB = CD ir ABkCD

� Jeigu AC \BC = E, tai AE = EC ir BE = ED

Specialūs atvejai:

� Rombas: visos kraštinės lygios; be to, įstrižainės kertasi statmenai ir dalija viena kitą pusiau.

� Stačiakampis: visi kampai statūs, įstrižainės atkerta keturias lygias atkarpas.

Trapecijos: Keturkampiai, kurių dvi kraštinės lygiagrečios ir nelygios. Išskiriamos lygiašonės (šoninės
kraštinės lygios) ir stačiosios (du kampai statūs) trapecijos.

Įrodykite: Jei apie trapeciją galima apibrėžti apskritimą, tai ji lygiašonė, ir atvirkščiai: apie lygiašonę
trapeciją galima apibrėžti apskritimą.
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Pradmenys

Trapecija, lygiašonė ir stačioji

Deltoidas: Gretimų kraštinių poros yra lygios. Bene vienintelė savybė: įstrižainės kertasi statmenai,
viena jų kerta kitą pusiau.

1.2.2 Kampai ir panašumai

Labai svarbus sprendimų aspektas yra mokėjimas išgaudyti kampus. Taip vadinama technika, kai
naudojant įvairias savybes vieni kampai būna išreiškiami per kitus, dažniausiai per pradinės duotos
figūros kampus.

Faktas 2.3: Trikampio kampų suma � 180�, keturkampio – 360�, n-kampio – (n� 2) � 180�.

Štai pirmasis pavyzdys:

Tegu I yra 4ABC įbrėžtinio apskritimo centras. Įrodykite, jog \BIC = 90� + \A
2 .

Sprendimas: Visų pirma pastebėkime, kad \A
2 + \B

2 + \C
2 = 90�. Be to, kadangi trikampio kampų

suma 180�, tai \BIC = 180�� \B
2 �

\C
2 = 180��(\B

2 + \C
2 ) = 180��(90�� \A

2 ) = 90�+ \A
2 .
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Labai svarbu mokėti greitai taikyti ir šią trivialią teoremą:

Trikampio priekampio teorema:

\C = \A+ \B.

Kartais, jei nepavyksta išreikšti tam tikro kampo per pradinius kampus, galima bandyt jį pasižymėti
kaip naują nežinomą kampą (tarkim \X), ir tikėtis, kad jis tiesiog išsiprastins ieškant kitų kampų
ar bandant ką nors įrodyti.

Pavyzdys: Tegu duoti 4XAB ir 4XCD � lygiašoniai, t.y. XA = XB ir XC = XD. Be to,
\AXC + \BXD = 180� (žr. į pav.). Įrodykite, jog AB?CD.

Sprendimas: Tegu abiejų trikampių nuleistos aukštinės yra atitinkamai K ir L, o AB \ CD = N .
Dabar užtenka įrodyti, kad \KXL = 90�, nes tuomet KXLN � stačiakampis, todėl AB?CD.
Pažymėkime \CXB = �. Skaičiuoju kampą KXL: \KXL = \KXC + \CXL = (\KXB �
�) + \CXD

2 = \AXB
2 � �+ \CXD

2 = \AXB+\CXD
2 � � = \AXC+�+\BXD+�

2 � � = \AXC+\BXD
2 =

90�
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Pradmenys

Kaip pastebėjote, dažnai reikia vieną kampą išskaidyti į kelis, arba atvirkščiai: kelis kampus su-
traukti į vieną.

Tikiuosi, kad apie panašius trikampius jau esate girdėję. Tai taip pat labai svarbus įrankis uždavini-
uose, nes duoda lygius kampus arba lygius atkarpų ilgių santykius. Juos pamatyti gali būti sunku,
nes jie beveik visada būna pasukti, tačiau visos savybės išlieka. Nepamirškite šios panašių trikampių
egzistavimo savybės: jeigu trikampiai ABC ir A1B1C1 tenkina \BAC = \B1A1C1 ir AB

A1B1
= AC

A1C1
,

tai tada trikampiai ABC ir A1B1C1 yra panašūs.

Svarbus faktas: panašių trikampių atitinkamų atkarpų santykiai taip pat lygūs jų panašumo koefi-
cientui, o atitinkami kampai tarp atitinkamų atkarpų ir tiesių yra lygūs. Iš esmės panašūs trikampiai
yra tokie, kurie yra tokie patys tik sumažinti ar padidinti. Tuomet gana akivaizdu, kad ir atitinkamos
komponentės yra panašios. Taip pat nepamirškite, kad atitinkami plotai skiriasi per k2: Duotame
brėžinyje, pvz., 4ABC � 4A1B1C1, todėl 4ABF � 4A1B1F1 ar 4MBC � 4M1B1C1.
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Pagaliau prieiname labai svarbią savybę elementarią savybę geometrijoje:

Pusiaukampinės savybė: Jei \A pusiaukampinė kerta BC taške D, tai ABAC = BD
CD .

Įrodymas: Ant AD pažymime tokį tašką E, kad 4BED � lygiašonis. Tuomet BD = BE, o
\AEB = 180� �\BED = 180� �\BDE = \ADC. Taigi, \AEB = \ADC ir \EAB = \DAC,
tad 4AEB � 4ADC. Tuomet iš panašių trikampių AB

AC = BE
CD = BD

CD :

Štai vienas pusiaukampinės savybės naudojimo pavyzdžių:

2011 LMMO 9-10 klasių antro uždavinio pirma pusė:

Atkarpa BD yra trikampio ABC pusiaukraštinė , o atkarpos DE ir DF trikampių ADB ir CDB
pusiaukampinės. Įrodyti, kad EFkAC.

Sprendimas: Pagal pusiaukampinės savybę BF
FC = BD

DC = BD
AD = BE

EA , tuomet pagal Talio teoremą
trikampiam, arba tiesiog panašius trikampius, EFkAC.

Taip pat nepamirškite vidurio linijos � ji yra unikali atitinkamai trikampio kraštinei, yra jai lygia-
greti, o bet kurią atkarpą, jungiančią kraštinę ir priešingą viršūnę kerta pusiau (žr. į pav.).
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1.2.3 Raskite kampą ar ilgį

Labai dažni geometriniai uždaviniai, kurie pasibaigia "raskite kampą X" arba "atkarpos KL ilgį".
Iš esmės neįmanoma sukategorizuoti visų tokių uždavinių sprendimų būdų, bet paminėsime dažni-
ausius metodus. Rasti kampą:

� Ieškomas kampas pažymimas x, o tuomet kitas kampas iš vienos pusės įvertinamas per x vien-
aip, o iš kitos � kitaip. Pavyzdžiui, naudodami vienas brėžinio savybes gaunam, kad vienavertus
\KLM = 2x � 30�, o kitavertus pagal kitas savybes \KLM = 90� + x. Sulyginus gautumėm
x.

� Labai panašus į pirmąjį: ieškomas kampas pažymimas x, o tuomet įvertinami kažkurio trikampio
(nors ir to, kuriam priklauso pats kampas x) visi trys kampai per x. Pavyzdžiui, gauname, kad
4ABC kampai \A = 3x;\B = 90� � x; o \C = x: Tuomet juos sudėjus ir prilyginus 180� rasime
x.

� Kampas gaunamas pritaikius kokias nors figūrų savybes. Pavyzdžiui, kampas priklauso ly-
giakraščiui trikampiui, vadinasi lygus 60�, arba galbūt jis yra prieš stačiojo trikampio statinį, kuris
yra dvigubai mažesnis už įžambinę � tuomet kampas yra 30�:

Kartais, tam, kad būtų patogesni pertvarkymai ir skaičiavimai, nežinomu kampu x pažymimas
kažkoks kitas patogesnis kampas, o ieškomas kampas ir visi kiti išreiškiami per jį. Taip pat primenu
tokią nerašytą taisyklę: dažniausiai tas kampas bus vienas iš 30�; 45�; 60�; 90�. Kartais tai gali būti
taip pat 15� kartotinis, dar rečiau - 18� kartotinis.

Rasti ilgį:

Taikome panašius ir lygius trikampius, pusiaukraštinių savybes, pusiaukampinės savybę, figūrų
savybes, taip pat kartais Pitagoro teoremą ir t.t. Tas ilgis iš dangaus nenukrenta, todėl reiktų
iš anksto susigalvoti kaip rasite norimą ilgį. Iš esmės jokių triukų nebūna. Jei duotas tik vienos
atkarpos ilgis, tai akivaizdu, kad klausiamą ilgį reikia išsireikšti per duotąjį � dažnai jie būna lygūs,
skiriasi per pusę ar trečdalį.

1.2.4 Pavyzdžiai

1. Trikampyje ABC ant BC yra taškas D toks, kad DC = AC = AB ir AD = BD. Rasti trikampio
kampus.

Sprendimas: Taikome 2-ąją taktiką. Pažymėkime \ACB = x. Kadangi AC = DC, tai \DAC =
\ADC = 180��x

2 = 90� � x
2 . Kadangi AC = AB, tai \ABD = \ACB = x. Kadangi AD = BD,

tai \BAD = x. Tada 180� = \ABC + \ACB + \BAC = x+ x+ x+ 90� � x
2 . Iš čia x = 36�, ir

todėl \A = 108�;\B = \C = 36�:

9



Pradmenys

2. Trikampyje ABC pažymėtos BE ir CF yra aukštinės, o D yra BC vidurio taškas. Jei 4DEF
yra lygiakraštis, raskite \A.

Sprendimo eiga: Pastebime, kad DE yra stataus trikampio BEC pusiaukraštinė. Vadinasi, DE =
BD = CD. Tačiau tas pats turi galioti ir taškui F , todėl DB = DF = DB = DC. Tai
reiškia, pagal apskritimo apibrėžimą, kad egzistuoja apskritimas, einantis per taškus B;F;E;C;
kurio apibrėžtinio apskritimo centras yra D. Tačiau tam nebūtina, jog DEF būtų lygiakraštis �
DF = DE bet kuriuo atveju. Tam, kad jis būtų lygiakraštis, pilnai užtenka to, kad \FDE = 60�

(jau minėtas faktas). Prisiminkime, ką reikia rasti � kampą. Vadinasi, reikia naudoti kažkokias
savybes, siejančias kampus. Kol kas turime pažymėję tik vieną kampą, o prisiminę, kad dar turime
ir apskritimą, galime bandyti taikyti įbrėžtinių keturkampių savybes. Telieka pastebėti, kad \FDE
centrinis kampas, todėl galime parašyti, pavyzdžiui, kad \FDE = 2\FCE, todėl \FCE = 30�.
Tuomet \A = 180� � \AFC � \FCE = 60�.

3. ABCD yra iškilasis keturkampis su \CDB = \CAD, \ACB = \DBA, \ADC = 77�. Rasti
\ABC.

Sprendimo eiga: Nusibrėžiam tikslų brėžinį, to padaryt greičiausiai iš pirmo karto nepavyksta.
Tačiau kai jį turim, galim paspėliot, kokio dydžio bus ieškomas kampas. 77� yra labai nenatūralus
kampas, tad jis kažkokių savybių greičiausiai neduos. Be to, galima pastebėti, jog galbūt \ABC =
\ADC. Pabandykime tai įrodyti. Tegu keturkampio įstrižainės kertasi taške E. Tada trikampiai
CDE ir ADC yra panašūs pagal du kampus, vienas jų � bendras. Taigi \ADC = \CED. Bet
trikampiai AEB ir CAB taip pat panašūs pagal du kampus, taigi \CED = \AEB = \ABC =
77�:
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4. Duotas lygiagretainis ABCD, M – DC vidurio taškas, H – taškas ant AM , toks, kad \BHA =
90�. Jei AD = 3, raskite CH.

Sprendimo eiga: Pažymiu, kadMD = MC; o BC = AD = 3. Pakankamai ilgai pažiūrėjus į brėžinį,
bei padarius dar porą, nusprendžiu, kad greičiausiai CH = 3 = AD = BC. Tuomet bandysiu
įrodyti, kad 4BHC� lygiašonis. Visų pirma galvoju, kaip išnaudoti tą statųjį kampą. Turint
galvoje, kad kažkur sąlygoje minimas vidurio taškas, prisimenu, kad yra faktas, susijęs su stataus
trikampio pusiaukraštine. Todėl pažymiu N – AB vidurio tašką, ir pasirašau, kad AN = BN =
HN . Tačiau, kadangi AB = DC; tai AN = CM; ir ANkCM , tad ANCM � lygiagretainis. Taigi,
kas iš to? AMkCN . Tuomet CN?BH. Aha! Pritaikęs faktą, žinau, kad 4BHN � lygiašonis,
todėl jei BH\CN = E; tai HE = EB, tačiau tuomet CE � 4BHC ir aukštinė, ir pusiaukraštinė,
vadinasi šis trikampis privalo būti lygiašonis. Todėl CH = 3:

Dar vienas pavyzdys, parodantis kaip spręsti uždavinius:

5. Smailiajame trikampyje ABC išvesta aukštinė CH. Pasirodė, kad AH = BC. Įrodyti, kad
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kampo B pusiaukampinė, aukštinė AF iš kampo A ir tiesė l, einanti per H ir lygiagreti BC, kertasi
viename taške.

Sprendimo eiga: Visų pirma, pažiūriu į uždavinio sąlygą. Vienintelis kabliukas brėžinyje toks, kad
turi būti AH = BC. Todėl pradžioj nubrėžiu BC, po to BH, o tuomet jau galiu su liniuote
pamatavęs (arba tiksliai iš akies) nubrėžt ir AH.

Turiu tikslų brėžinį. Dabar iškyla antra problema: kaip įrodyti, kad trys tiesės kertasi vienam taške?
Iš esmės, tiesiogiai tokio teiginio įrodyti neišeis � pabandysiu įrodyti štai ką: tegu aukštinė AF su
tiese l kertasi taške K, įrodysiu, kad BK dalija kampą B pusiau. Čia, aišku, kyla du klausimai:
kodėl tai tas pats, ko prašo sąlyga, ir kodėl aš pasirinkau būtent šias dvi tieses iš to trejetuko. Į
antrąjį atsakyt paprasčiau: tiesiog atrodo, kad šios dvi tiesės turės daug gerų išnaudojamų savybių.
Dėl pirmojo (tokio paaiškinimo, kaip rašau dabar, per olimpiadą rašyt nereikia): tarkime, kad jos
nesikerta, t.y., pusiaukampinė ir aukštinė kerta tiesę l dviejuose skirtinguose taškuose. Tuomet
akivaizdu, kad pusiaukampinė negali eiti perK. Tačiau jei įrodom, kad BK pusiaukampinė, gaunam
prieštarą. Vadinasi, tarimas, kad nesikerta, buvo klaidingas, todėl jos kertasi. Grižtu prie uždavinio:
pirmas dalykas, kurį pastebiu, yra, jog dėl lygiagretumo, \CBK = \BKH. Tuomet, tam, kad
įrodyt, jog BK pusiakampinė, užtektų įrodyt, kad BH = HK. Per lygius kampus (\HBK ir
\HKB) įrodyt tikrai nepavyks, nes aš tai būtent ir noriu įrodyt su BH = HK. Prisimenu sąlygą, ir
pažiūrėjęs pakankamai ilgai, prisiminęs, kad egzistuoja toks metodas kaip lygūs trikampiai, pamatau,
kad 4BHC;4HKA turėtų būt lygūs. Bandau įrodyt, ir tikrai, iš lygiagretumo \CBH = \KHA
ir \BHC = 90� = \BFA = \HKA , todėl 4BHC � 4HKA, o kadangi įžambinės BC ir AH
lygios, tai šie trikampiai lygūs. Vadinasi, įrodyta. Štai švarus sprendimas:

Sprendimas: Tegu aukštinė AF su tiese l kertasi taške K. Tuomet pagal atitinkamuosius kampus
\CBH = \KHA ir \BFA = \HKA. Taip pat, \BFA = 90� = \BHC, todėl \BFA = \BHC.
Tuomet 4BHC � 4HKA pagal du kampus. Kadangi BC = AH, šie trikampiai lygūs. Tuomet
BH = HK, trikampis BHK lygiašonis, todėl \HBK = \HKB. Pagal priešinius vidinius kampus
\CBK = \HKB. Tuomet \HBK = \HKB, BK pusiaukampinė. Todėl tiesės kertasi vienam
taške.

1.3 Antra pusė olimpiadinės geometrijos � apskritimai

"Sunkiausia geometrijos uždavinių dalis � pamiršus skriestuvą nubrėžti apskritimą"
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1.3.1 Teiginiai, faktai ir t.t.

Apibrėžimas: Visi ant apskritimo esantys taškai yra vienodai nutolę nuo jo centro.

Faktai 3.1: Centrinis kampas dvigubai didesnis už įbrėžtinį. Lygūs lankai atitinka lygias atkirstas
stygas atitinka lygius kampus.

Itin svarbūs yra įbrėžtiniai keturkampiai, pasitaikantys bene kas antrame uždavinyje. Apskritimai
ir įbrėžti keturkampiai duoda daug informacijos tiek apie kampus, tiek apie atkarpų santykius. Taip
pat neretai tenka sprendžiant pačiam surasti keturkampius, kurie yra įbrėžtiniai, todėl svarbu turėti
gerą akį juos medžiojant.

Faktas 3.2: Priešingų kampų suma yra 180�, o pratęstas priešingas kampas lygus.
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Teiginys 3.3: Tiesė, einanti per O yra statmena stygai AB tada ir tik tada, kai ji eina per AB
vidurio tašką.

Įrodymas: Kadangi OA = OB = R; 4AOB lygiašonis. Tada OM � aukštinė () OM �
pusiaukraštinė, nes lygiašonio trikampio aukštinė ir pusiaukraštinė sutampa.

Svarbus teiginys:

Teiginys 3.4: Jeigu iškilasis keturkampis ABCD yra įbrėžtinis ir F yra įstrižainių sankirtos taškas,
o E yra AB ir CD sankirtos taškas, tai tada trikampiai ABF ir CDF yra panašūs. Be to, trikampiai
AFD ir CFB taip pat yra panašūs. Ir galiausiai trikampiai ADE ir CBE taip pat yra panašūs.
Tuomet, iš panašiųjų trikampių kraštinių santykio savybių

BF � FD = AF � CF bei EA � EB = ED � EC.

Dėl šio teiginio kartais apsimoka pratęsti keturkampio kraštines iki jų sankirtos taško � gauname
atkarpų santykių.
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1.3.2 Liestinės

Apibrėžimas: Liestinė � tiesė, einanti per vieną ir tik vieną apskritimo tašką.

Pagrindinė savybė: jei apskritimo centras O, lietimosi taškas A, liestinė l, tai OA?l.

Įrodymas: Tegu yra priešingai � OA nėra statmenas. Tuomet tegu statmuo į l yra taške B. Bet
tada OB2 = OA2 � AB2 < OA2, todėl OB < OA = R. Bet tai reiškia, kad yra liestinės taškas
esantis apskritimo viduje, kas neįmanoma. Gauta prieštara. Vadinasi, OA yra statmenas.

Kita svarbi savybė � liestinės iš vieno taško tam pačiam apskritimui yra lygios.

Įrodymas: Tegu CA ir CB liečia apskritimą, kurio centras O. Tuomet OA = OB = R, o \OAC =
\OBC = 90�. Tuomet pagal Pitagoro teoremą AC2 = OC2 � OA2 = OC2 � OB2 = BC2, todėl
AC = BC:

Na ir trečia savybė, kurią privalu prisiminti:

Teiginys: Kampas tarp liestinės ir stygos, kurios vienas galas yra lietimosi taškas, yra lygus
įbrėžtiniam kampui, besiremiančiam į tą stygą iš kitos pusės. Kitaip sakant, \KAB = \ACB =
\ADB ar \LAD = \AEB.

Įrodymas: Tegu apskritimo centras O. \KAB = 90��\BAO. Taip pat pastebėkim, kad \BAO =
\ABO, nes OA = OB = R, o \BOA = 2\BCA. Tuomet pasinaudoję trikampio kampų sumos
formule, \BCA = \BOA

2 = 180��\BAO�\ABO
2 = 180��2\BAO

2 = 90� � \BAO = \KAB. Taip pat
įrodoma ir bukiems kampams.
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Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei \KAB = \ACB kažkokiem taškam B ir C, tai AK yra
liestinė.

Iš to seka dar vienas teiginys 3.5:

Tegu liestinė iš taško A liečia apskritimą taške B. Jei tiesė per A kerta apskritimą taškuose C ir
D, tai trikampiai ADB ir ABC bus panašūs. Iš jų panašumo gauname

AC �AD = AB2

1.3.3 Įbrėžtinio keturkampio egzistavimo įrodymo būdai

Šitai labai gerai aprašyta matematikos knygoje, tad rekomenduojame apie tai pasiskaityti ten. Čia
norėtume pabrėžti šį metodą ir duoti jo įrodymą (per olimpiada įrodinėt nereikia).

Teiginys 3.6: Jei \ABD = \ACD, tai ABCD įbrėžtinis (žr. į brėžinį).

Įrodymas: Tegu AC \BD = E. Tuomet pagal kryžminius kampus \BEA = \CED ir duota, kad
\ABD = \ACD. Tuomet 4BEA � 4CED pagal du kampus. Vadinasi, BE

EC = AE
ED , be to, vėl

pagal kryžminius, \BEC = \EAD. Vadinasi, 4BEC � 4AED. Tuomet \BCE = \EDA =
\BDA, o \BCD = \BCE + \ACD = \BDA + \ABD = 180� � \BAD (trikampio kampų
suma). Įrodyta.
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1.3.4 Pavyzdžiai

Pateiksiu keturis pavyzdžius.

1. Klasikinis pavyzdys � LMMO 2014 9-10 klasių 2 užd.:

Trikampio ABC pusiaukampinės AD ir BE kertasi taške G, o kampas C lygus 60�. Įrodykite, kad
GD = GE:

Sprendimas: Pagal sekcijos 2.2 pirmą pavyzdį, \AGB = 90� + 60�

2 = 120� , todėl \DGE = 120�

pagal kryžminius. Tada CDGE � įbrėžtinis, nes \DGE + \DCE = 60� + 120� = 180�. Kadangi
stygos GD ir GE atitinka lygius kampus (\ACG = \BCG), tai yra lygios.

Komentaras: Nors uždavinio sąlyga itin trumpa, sprendimas užima taip pat vos 3 sakinius. Ži-
noma, per olimpiadą naudojamą pavyzdį reiktų įsirodyt, bet iš anksto jį žinoti labai padeda. Tokį
sprendimą sugalvot galima turbūt vienu iš šių būdų:
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1) Išsireiškinėjant kampus pastebėti, kad \AGB = 120�, o tuomet suprasti, kad tai duoda įbrėžtinį
keturkampį.

2) Pastebėti, kad įrodžius gauname lygias atkarpas prieš lygius kampus, o tokia konfigūracija jau
kaip ir sufleruoja įbrėžtinius keturkampius.

3) Tiesiog pastebėti, kad galbūt CDGE � įbrėžtinis, ir bandyt tai įrodyt.

Žinoma, reikia nuolat tikrintis, ar turima informacija vis dar neduoda atsakymo: galbūt jau tu-
rite viską, kad parašius vieną sakinį būtumėt radę atsakymą ar įrodę ką reikia, bet to tiesiog
nepastebite.

2. Trapecijos pagrindai AD ir BC, be to, AB = BC = BD. Taškas K ant AD toks, kad BK?AD.
BK ir AC kertasi taške M . Raskite kampą CDM .

Sprendimas: Kadangi AB = BC = BD, tai galima nubrėžti apskritimą, kuris eina per A;C;D;
o jo apibrėžtinio apskritimo centras B. Pagal centrinio ir įbrėžtinio kampo sąryšį, 2\ACD =
\ABD = 2\MBD, čia antra lygybė galioja, nes BK � lygiašonio trikampio ABD aukštinė, vadi-
nasi ir pusiaukampinė. Tada \MCD = \MBD, tad MDCB � įbrėžtinis keturkampis. ADkBC,
todėl \MBC = 90�. Tada, kadangi įbrėžtinio keturkampio priešingų kampų suma lygi 180�, tai
\CDM = 90�.

Pastebėkite, kad kartais jokio apskritimo pradiniam brėžinyje nėra � juos reikia patiems rasti ir
įrodyti, kad jis eina per atitinkamus taškus, ar nurodyti kaip 2-ame pavyzdyje centro padėtį.

3. LMMO 2015 9-10 klasių 2 užd.: Trikampio ABC, kuriame AB = BC ir \ABC = 40�,
kraštinėje AB pažymėtas taškas D. Tiesė l taške D liečia apie trikampi ADC apibrėžtą apskritimą
ir kerta apie trikampį BDC apibrėžtą apskritimą taškuose D ir M . Raskite kampą MBA.

Sprendimas (Oficialus): Kadangi trikampis ABC yra lygiašonis ir \ABC = 40�, tai \DAC =
\BAC = 180��\ABC

2 = 180��40�

2 = 70�. Kadangi tiesė l liečia apibrėžtą apie ADC apskritimą
taške D, tai \MDC = \DAC = 70�: Taigi \MBC = \MDC = 70�, nes įbrėžtiniai kampai
MBC ir MDC remiasi į tą patį apskritimo, apibrėžto apie BDC, lanką. Vadinasi, \MBA =
\MBC + \ABC = 70� + 40� = 110�.

Komentaras: Tai pavyzdys, kad liestinių savybių reikia ir respublikinėje. Iš keturių minėtų, ši viena
sunkiau suvokiamų; kartais sunku pastebėti, kaip ją pritaikyt. Taigi, sprendimas yra kaip vienas
pavyzdžių jos taikymo.
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4. Lygiagretainio ABCD įstrižainės kertasi taške O. Įrodyti, kad statmenys iš A į CD, CB, BD ir
taškas O priklauso vienam apskritimui.

Sprendimo eiga: Trumpas komentaras � uždavinys sunkokas. Iš tikrųjų, įrodomasis keturkampis
nėra vienintelis įbrėžtinis brėžinyje � pažiūrėjus ilgiau, galima paspėlioti ir kitų keturkampių. Daug
statmenų iš vieno taško rodo, kad bus daug 90� kampų. Tai leidžia atkreipti dėmesį į du faktus:

1) Yra daug lygių kampų (lygių 90�);

2) 90� + 90� = 180�;

Tegu tie statmenys K;L;N . Tada \AKC + \ANC = 90� + 90� = 180�, tad KANC įbrėžtinis.
O – AC vidurio taškas, todėl tai apie šį keturkampį apibrėžto apskritimo centras (kodėl?). Tada
\KON = 2\KAN = 2 � (180� � \KCN) = 2\ADC = \ADC + \ABC. Čia naudoju įbrėžtinio
keturkampio ir lygiagretainio savybes. Taip pat pagal teiginį 3.6, kadangi \AKD = \ALD =
90� ir \ALB = \ANB = 90�, tai ALKD ir ALNB įbrėžtiniai keturkampiai taip pat. Tada
pagal įbrėžtinių ket. savybes, \KLN = 360� � \ALK � \ALN = (180� � \ALN) + (180� �
\ALK) = \ADC + \ABC. Taigi, \KLN = \KON , tad vėl pagal teiginį 3.6 KLON įbrėžtinis.
Įrodyta.
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1.3.5 Iššūkis � pasaulinės IMO uždavinys

Išspręsti pasaulinės matematikos olimpiados uždavinį labai sunku, tad nereiktų tikėtis sugebėt tokį
uždavinį išspręst patiems, ypač jei esate pradedantieji. Čia jis pateikiamas dėl to, kad parodytume,
jog visos iki dabar išdėstytos teorijos pakanka spręsti pasaulinio lygio uždavinius; taip pat, kad
padėtų geriau suprasti kaip sprendžiami geometriniai uždaviniai. Dėl to patariame pasistengti iki
galo suprasti sprendimą:

2014 IMO 4 uždavinys: Tegu P ir Q yra taškai ant trikampio ABC kraštinės BC tokie, kad
\PAB = \BCA ir \CAQ = \ABC. Tegu M ir N yra taškai ant AP ir AQ tokie, kad P yra AM
vidurio taškas ir Q yra AN vidurio taškas. Įrodykite, kad BM ir CN sankirtos taškas priklauso
apskritimui, apibrėžtam apie trikampį ABC:

Sprendimo eiga: Kaip visada, svarbu nusibraižyti didelį brėžinį ir kuo tiksliau atidėti taškus P ir
Q. Pradžioje duotos kampų lygybės su pradinio trikampio kampais, todėl galime juos pasižymėti
brėžinyje. Dėl patogumo, tegul \ABC = � ir \ACB = 
. Pažiūriu į 4ABP . Jis turi kampus � ir

. Aha! Pagal du lygius kampus, šis trikampis panašus į pradinį, 4ABC. Tuomet ir trečias kampas
lygus, t.y., \APB = \BAC. Dėl patogumo pažymėkime \BAC = �. Bet pala � trikampis ABP
iš esmės niekuo nesiskiria nuo trikampio ACQ, tiksliau, sąlygos jų taškam gana panašios. Tad
pažiūrėjęs į 4ACQ randu, kad jis taip pat turi kampus � ir 
. Vadinasi, jis taip pat panašus į
4ABC, ir \ACQ = �. Iš to seka du dalykai:

� \ACQ = \APB = �, tad 4APQ lygiašonis, AQ = AP .

� 4ABC � 4PBA � 4QAC.

Dabar, dėl AQ = AP seka, pagal taškų M ir N apibrėžimą sąlygoj, kad PM = QN = AQ = AP .
Dėl kryžminių, \CPM = � ir \BCN = �. Taip pat AM = AN . Galbūt tai bus svarbu, galbūt
ne, bet turėti tai po ranka visai patogu.
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Panaudosiu tokią gudrybę, kuri dažnai padeda spręsti Įrodykite tipo uždavinius: pažymiu tai, ką
reikia įrodyti, lyg tai būtų duota. Kuo tai padeda? Na, tai tikrai yra teisingas faktas, kitaip
jo mums neduotų įrodyti. Tada ieškau, kokių naujų savybių galiu pasakyti apie brėžinį: ar tai
panašūs trikampiai, ar lygūs kampai, atkarpos, gal galima nubrėžt naujų apskritimų ir panašiai.
Kadangi viskas, kas pažymėta brėžiny, yra teisinga, tai ir gauti pastebėjimai tikrai bus teisingi.
Štai gudrybė: galbūt tie "nauji" pastebėjimai visai nėra nauji? Galbūt aš jų tiesiog iki dabar
nepastebėjau, tačiau galėjau įrodyti nenaudojant to, ką reikia įrodyti. Galbūt man jau pakanka
duomenų, tik aš jų nesudėjau į visumą, arba žinau beveik pakankamai, tik nepažymėjau brėžinyje,
neparašiau tai įrodančių lygčių ar nepritaikiau reikiamos teoremos.

Šis triukas parodo, jog svarbu žinoti ir prisiminti, ką reikia įrodyti (tiesa, įrodymo geometriniai už-
daviniai žemesnėse klasėse reti, tačiau yra dominuojantys aukštesniame lygyje). Taip pat yra vienas
pavojus � netyčia pamiršti, jog iš tikrųjų tas faktas neduotas, ir jį įrodyti naudojantis juo pačiu.
Todėl reikia būti atsargiems ir prisiminti, kad tą faktą teisingu pažymime tik hipotetiškai.

Taigi, pažymiu \CKM = \BKN = \BAC = �, nes tik tada ABKC įbrėžtinis. Tada sektų,
pagal teiginį 3.6, kad CPKM ir BQKN įbrėžtiniai. Vadinasi, tai turi būti tiesa, tik mes dar to
nežinome (neįsirodėme). Na tada sektų, kad \PCK = \PMK, o \BQN = \BKN , nes jie remiasi
į tuos pačius lankus. Dabar reikia pažymėjus brėžinyje atidžiai pažiūrėti, ką tai reikštų. Aha! Juk
tada 4NCQ �MBP pagal visus tris kampus. Na galbūt šitai galima įrodyti naudojant tik faktus,
sužinotus iki triuko panaudojimo, t.y., iki AM = AN (juk viskas iki tol yra pilnai įrodyta). Pasirodo,
galima. Tik reikia pamąstyti ir atspėti kaip, arba tiesiog bandyti visus būdus iš eilės. Na, šiuo atveju
jų nėra daug: \CPM = � = \BCN , tad skaičiuojame gretimų kraštinių santykius: CQ

QN = CQ
QA =

CA
AB = AP

BP = PM
PB . Visi santykiai jau iš žinomų panašių trikampių. Vadinasi, įrodėme uždavinį!

Nes iš lygių kampų ir atkarpų santykių gauname 4NCQ �MBP , todėl, pvz., \PCK = \PMK.
Tada pagal teiginį 3.6 CPKM įbrėžtinis, tad \CKM = \CPN = \BAC (remiasi į tuos pačius
lankus). Tada \BAC + \BKC = \BAC + (180� � \CKM) = \BAC � \CKM + 180� = 180�,
todėl ABKC įbrėžtinis, K priklauso apskritimui, apibrėžtam apie ABC.

Sveikinu visus sėkmingai pasiekus įrodymo pabaigą. Išmetus bereikalingus komentarus ir viską nuo
"Panaudosiu tokią gudrybę" iki " visus būdus iš eilės" gautume normalų sprendimą, kuris nebūtų
toks ilgas. Minėtą dalį įdėjau dėl to, kad parodyčiau kaip pats priėjau tokį uždavinio sprendimą,
ir, kad nebūtų tokio didelio minties šuolio kaip iš niekur nieko įrodyti tuos du panašius trikampius.
Jeigu bežiūrint į brėžinį tiesiog šauna į galvą, kad galbūt tai tiesa, ir pavyksta įrodyti, tai puiku;
tačiau dažnai tenka ilgai paklaidžioti net ir einant teisinga linkme.

1.4 Brėžinių pildymai ir sprendimo eiga

Apie sprendimo eigas bandžiau papasakoti įvairiais pavyzdžiais. Iš tikrųjų, geometrijos uždavinių
oficialūs sprendimai miesto bei respublikiniame etapuose būna gana trumpi. Todėl sprendžiant
esmė yra sugalvoti, atspėti iš kokių žingsnių susidaro sprendimas. Tada reikia gerai žinoti, kokius
įrankius � teoremas, faktus, savybes � žinote, ir jais naudojantis, įrodinėti faktus apie duotą
brėžinį. Aš, pavyzdžiui, anksčiau mėgdavau olimpiados metu tiesiog eiti galvoje per visas technikas,
kokias žinau (rasti įbrėžtinį keturkampį, rasti panašių ar lygių trikampių, rasti tris taškus vienoj
tiesėj/rasti tris vienam taške susikertančias tieses, pastebėti lygius kampus, atkarpas, vidurio linijas,
lygiagrečias/statmenas tieses ir t.t.), ir visas iš eilės bandyt pritaikyt uždavinyje.

Dėl brėžinių pildymo:

Pats paprasčiausias, ir praktiškai visada būtinas, yra dviejų taškų sujungimas. Tai reiškia, kad mes
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pasirenkam du brėžinyje esančius taškus ir sujungiam juos atkarpa. Tai dažnai būna intuityvu,
tačiau kartais gali duoti netikėtų faktų.

Daug sudėtingesnis yra taškų pildymas. Tai yra kažkokio specifinio taško pažymėjimas brėžiny.
Pavyzdžiui� vidurio taškas, kažkuris iš trikampio centrų, dviejų pratestų atkarpų susikirtimo taškas,
apskritimo ir tiesės susikirtimo taškas, net kažkieno atžvilgiu simetriškas kitam taškui taškas ir t.t.
Kaip tokį tašką pažymėti? Dažnai tiesiog atspėti. Kartais norisi gauti kokių lygių kampų, atkarpų
ar panaudoti žinomą savybę (2.4 skyriaus 4 Pvz.). Kartais jis gali padėti išnaudoti įdomesnę sąlygą
(duosiu to klasikinį pavyzdį). Brėžinių pildymai dažnai padeda surasti naujų faktų, jie lyg pagal-
biniai papildymai, hint ’ai. Bet kuriuo atveju, taškų pildymai gana reti respublikos etapuose.

Pavyzdys: LMMO 2010 9-10. kl. 2 užd.: Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB ilgis ly-
gus pagrindų AD ir BC ilgių sumai. Įrodykite, kad kampo A pusiaukampinė kraštinę CD dalija
pusiau.

Pildymas: Duota sąlyga AB = AD+BC keista ir netradicinė, ir nelabai aišku, ką ji duoda. Vienas
jos išnaudojimo būdų � padėti tašką K ant AB tokį, kuris padalintų AB į atkarpas, lygias AD ir
BC. Būtent AK = AD ir KB = BC. Taip galima padaryti dėl duotos sąlygos. Dabar gauname
porą lygiašonių trikampių ir jau galime įrodinėti kažkokius faktus apie brėžinį. Siūlau uždavinį
pabandyti pabaigti išsispręsti patiems.
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2.1 Motyvacija

Radikaliniai dalykai šiuo atveju yra taško galia, radikalinės ašys ir radikalinis centras. Jie dažniau-
siai naudojami įrodyti tiesių susikertamumą bei ypač glaudžiai susieti su apskritimų ir įbrėžtinių
keturkampių geometrija. Šiuose užrašuose dažnai naudojamos šios įbrėžtinių keturkampių savybės,
tad jei pasimetat, galite grįžti prie šių paveiksliukų ir prisiminti tas savybes: abiejuose brėžiniuose
AK �AL = AM �AN .

2.2 Taško galia

Tarkim turime apskritimą ! su centru O ir spinduliu r bei tašką A, ir norime juos kažkaip susieti.
Kadangi apskritimas simetriška figūra, vienodai nutolę taškai turėtų būti susieti vienodai. Tai
motyvuoja išskirti dydį OA, nes jis simetriškas. Tada taško galią (angl. power of the point)
apibrėžiame taip:

pow!(A) = jOA2 � r2j

Pastebėkite, jog taško galia apskritimo atžvilgiu yra nulinė tada ir tik tada, kai taškas yra ant
apskritimo.
Tegu per A nupiešta tiesė kerta apskritimą taškuoseX ir Y , o per O nupiešta tiesė – taškuose B ir C.
Tada XY BC – įbrėžtinis, todėl AX �AY = AB �AC = (AO� r) � (AO+ r) = AO2� r2 = pow!(A).
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Vadinasi, taško galia apibūdina sąryšį tarp bet kokių tokių taškų X ir Y esančių ant apskritimo ir
vienoje tiesėje su A. Šiuo atveju, tiesa, A yra taškas išorėje, bet nesunku patikrinti (patikrinkite),
kad jei A apskritimo viduje, vistiek turime pow!(A) = AX �AY .

Įdomus atvejis, kai per A nupiešta liestinė apskritimui, liečia taške Z. Tada galime teigti, kad
tiesiog X = Y = Z, t.y., abu kirtimosi taškai sutampa. Tai gana akivaizdu, jei kertančią tiesę
artinam link apskritimo krašto (žr. pav.). Tada pow!(A) = AX � AY = AZ � AZ = AZ2. Šį
rezultatą reiktų prisiminti. Kitavertus, toks apibrėžimas seka ir žinant liestinių � kirstinių savybę:
AX �AY = AZ2.

Svarbu nepamiršti, kad galia yra sąryšis tarp taško ir apskritimo, ir priklauso nuo konkrečių taškų ir
nuo konkrečių apskritimų. Esant vienam apskritimui, su juo nedaug ką nuveiksi, tačiau štai vienas
pritaikymas:

Kosinusų teorema: a2 = b2 + c2 � 2bc � cos�, kur � � kampas prieš a.

Įrodymas: Nubrėžiu apskritimą su centru B ir spinduliu c, jis kerta b taške K. Taško C galia bus
vienavertus a2 � c2, kitavertus CA � CK = CA � (CA + AK) = b2 + b � AK. Pagal apibrėžimą,
cos� = �cos\BAK = � AK

2AB = �AK
2c , todėl a

2�c2 = b2 +b �AK = b2�b �2c �cos� = b2�2bc �cos�,
pertvarkius a2 = b2 + c2 � 2bc � cos�.

Daug įdomiau taško galia žaidžia kai yra du ar trys apskritimai, prie ko ir judame toliau.
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2.3 Radikalinė ašis

Tarkime turime du apskritimus, !1 ir !2, su O1 ir O2 bei r1 ir r2. Bendru atveju, bet kokiam
taškui A, pow!1(A) 6= pow!2(A), nes tam turi galioti ypatinga sąlyga O1A

2 � r2
1 = O2A

2 � r2
2.

Tačiau tokie taškai egzistuos, jei apskritimai nėra koncentriški (O1 6= O2). Kuo jie svarbūs? Tegu
pow!1(A) = pow!2(A). Tada per A nupiešus dvi bet kokias tieses l1 ir l2, l1 kerta vieną apskritimą
taškuose K ir L, o l2 kerta kitą apskritimą taškuose M ir N , o AK � AL = AM � AN , vadinasi
KLMN įbrėžtinis. Ir taip bet kuriai tiesių l1 ir l2 porai! Štai kodėl šie taškai svarbūs. Iš tiesų, turint
apskritimus !1 ir !2, visi taškai tenkinantys pow!1(A) = pow!2(A) sudarys tiesę, kuri vadinama
dviejų apskritimų radikaline ašimi.

Įrodymui išnagrinėsiu du atvejus, kai apskritimai kertasi/liečiasi bei yra vienas kito išorėje. Kai
vienas yra kito viduje ašis taip pat egzistuos, jos įrodymas panašus į tą, kaip išorėje. O kodėl tokia
tiesė neegzistuoja kai !1 ir !2 koncentriški siūlau panagrinėti patiems.

1) !1 ir !2 kertasi taškuose P ir Q (jei P = Q, jie liečiasi). Tai svarbiausias atvejis. Kadangi P ir
Q priklauso abiems apskritimams, pow!1(P ) = pow!2(P ) = 0 ir pow!1(Q) = pow!2(Q) = 0. Tada
per juos nupiešiam tiesę PQ. Nesunku pastebėti, kad tada jei A 2 PQ, nupiešus l2 ir l1 iš įbrėžtinių
keturkampių savybių gauname AK �AL = AP �AQ = AM �AN , todėl pow!1(A) = pow!2(A), tiesės
PQ taškai duoda lygias galias.
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2) !1 ir !2 yra kits kito išorėje. Retesnis, bet svarbus atvejis. Dabar šiek tiek atspėjame vieną
tašką - paimame tašką X ant O1O2, ir parenkame kad jis priklausytų radikalinei ašiai. Tai yra,
jei jo atstumas nuo O1 yra a, tegu a =

r2
1+O1O2

2�r2
2

2O1O2
. Tada atstumas XO2 būtų b = O1O2 � a,

ir pertvarkius pamatytumėme, kad a2 � r2
1 = b2 � r2

2. Todėl galios abiejų apskritimų atžvilgiu
sutampa. Dabar paimkime tiesę l3 per X, statmeną O1O2, ir tašką Y ant jos. Štai kur taško
galios apibrėžimo žavumas: pagal dvi Pitagoro teoremas, Y O2

2 �XO2
2 = Y X2 = Y O2

1 �XO2
1, tad

Y O2
2 � Y O2

1 = XO2
2 � XO2

1 = b2 � a2, o kadangi taško X galios sutampa, tai ir lygu r2
2 � r2

1.
Tada pertvarkius Y O2

2� r2
2 = Y O2

1� r2
1, pow!2(Y ) = pow!1(Y )! Todėl tiesei l3 priklausantys taškai

tenkina lygių galių sąlygą.
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3) !1 yra !2 viduje – paliekame įrodyti skaitytojui.

Galima pastebėti, jog radikalinė ašis visada statmena centrus jungiančiai tiesei (pirmu atveju tai
seka iš to, kad O1PO2Q � deltoidas). Tai tiesa ir trečiu atveju, todėl:

Faktas: Dviejų apskritimų radikalinė ašis visada statmena tiesei, jungiančiai apskritimų centrus
(ar galite susieti su nekoncentriškumo sąlyga?).

Retais atvejais, kai prašoma įrodyti, kad kažkokia tiesė statmena O1O2, galima vietoj to įrodinėti,
kad ta tiesė lygiagreti radikalinei ašiai.

Akylam skaitytojui turėjo užkliūti, kad radikalinės tiesės egzistavime yra viena spraga – įrodėme,
kad visi taškai ant minėtų tiesių tenkina pow!1(A) = pow!2(A), bet neįrodėme, kad nėra taškų,
nesančių ant tų tiesių, bet tenkinančių lygias galias. Kitaip tariant, reikia dar parodyti, kad tokie
taškai yra tik ant radikalinės ašies, ir niekur kitur. Kadangi įrodymas visai atvejais bendras, į
atvejus neskirstau:
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Naudojame prieštaros metodą. Tarkim, kad egzistuoja taškas Y 0, neesantis ant radikalinės ašies,
bet tenkinantis pow!1(Y 0) = pow!2(Y 0). Tada statmuo iš Y 0 yra X 0 6= X, kur X yra radikalinės
ašies ir O1O2 sankirtos taškas (žr. pav.). Skaičiuojam:

pow!1(Y 0) = pow!2(Y 0) =)
Y 0O2

2 � r2
2 = Y 0O2

1 � r2
1 =)

Y 0O2
2 � Y 0O2

1 = r2
2 � r2

1 = XO2
2 �XO2

1 = (XO2 �XO1)(XO2 +XO1) = (XO2 �XO1) �O1O2;

bet taip pat iš Pitagoro teoremų

Y 0O2
2 � Y 0O2

1 = (Y 0O2
2 � Y 0X 02)� (Y 0O2

1 � Y 0X 02) = X 0O2
2 �X 0O2

1 =

= (X 0O2 �X 0O1)(X 0O2 +X 0O1) = (X 0O2 �X 0O1) �O1O2

Taigi gauname, kad XO2 � XO1 = X 0O2 � X 0O1, o pakeitus XO1 = O1O2 � XO2 ir X 0O1 =
O1O2 � X 0O2, gauname 2XO2 � O1O2 = 2X 0O2 � O1O2, iš ko seka O2X = O2X

0, t.y., X = X 0,
prieštara.

Vadinasi, radikalinė ašis yra unikali visų taškų su lygiomis galiomis vieta.

Pavyzdžiai:

1. Duoti du apskritimai, esantys vienas kito išorėje. Nubrėžtos visos keturios bendros liestinės.
Įrodykite, kad jų vidurio taškai priklauso vienai tiesei.

Sprendimas: Įrodysime, kad bet kuris bendros liestinės vidurio taškas priklauso radikalinei ašiai.
Tada ir visi 4 taškai priklausys ašiai, todėl bus ant vienos tiesės. Tegu liestinė AB, jos vidurio
taškas M . Tada AM = BM , todėl AM2 = BM2. Prisiminkime, kad pow!(M) = MX2, kai MX
� liestinė apskritimui !. Tada pow!1(M) = AM2 = BM2 = pow!2(M), M priklauso radikalinei
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ašiai. Atkreipkite dėmesį, kad su radikaliniais dalykais sprendimas itin greitas ir trumpas, o be jų
uždavinys būtų itin sunkus.

2. Duotas apskritimas ! (centras O) su stygom AB ir AC, AB vidurio taškas M . Per M nupieštas
apskritimas, liečiantis AB ir kertantis AC taškuose D ir E. Jei AD = CE, įrodyti, kad OM =
OD = OE.

Sprendimas: Liestinės � kirstinės savybė duoda AM2 = AD � AE, tada AM � BM = CE � AE,
taigi pow!(M) = pow!(E). Iš AD = CE =) AE = CD, todėl AM � BM = AD � CD, todėl
pow!(M) = pow!(D). Taigi, OM = OD = OE iš taško galios apibrėžimo (nes apskritimo spindulys
� tas pats).

2.4 Radikalinis centras

Galiausiai, kas nutinka jei turime tris apskritimus? Tuomet kiekvienai porai apskritimų būtų po
vieną ašį, taigi turime tris radikalines ašis. Jas sieja ši teorema:
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Radikalinis centras: Trijų apskritimų paporiui esančios radikalinės ašys kertasi viename taške,
vadinamame radikaliniu centru.

Įrodymas: Tegu dvi iš ašių kertasi taške C. Kadangi jis priklauso pirmo ir antro apskritimų radika-
linei ašiai, tai pow!1(C) = pow!2(C). Analogiškai jis priklauso ir kitai ašiai, todėl pow!2(C) =
pow!3(C). Bet tada ir pow!1(C) = pow!3(C), todėl C priklauso ir trečiai radikalinei ašiai. Vadinasi
C yra trijų ašių sankirtos taškas.

Pagrindinis šios teoremos privalumas tas, kad gaunamas įrankis gana nesunkiai įrodyti, jog trys
tiesės kertasi viename taške. Ši teorema dažnai yra tik dalis didesnio sprendimo (dažnai baigiamasis
akcentas), todėl lengvesnių uždavinių mažoka. Todėl pateikiu tik vieną pavyzdį, kuris ir taip gana
sunkus:

3. Duotas įbrėžtinis keturkampis ABCD. Tegu AD kertasi su CB taške K, AC kerta BD taške L,
o liestinės, nubrėžtos per A ir B kertasi taške N . Įrodyti, kad K;L;N yra vienoje tiesėje.

Sprendimas neprastas, todėl išvardinsiu tik pagrindinius sprendimo blokus, kuriuos įrodyti palieku
pačiam skaitytojui:

1) Norime pritaikyti radikalines ašis. Todėl tegu apie ADL apibrėžtas apskritimas kerta apie BCL
apibrėžtą apskritimą taške M . Pagal radikalinį centrą, M;L;K yra vienoje tiesėje.

2) ANBM � įbrėžtinis.

3) Be to, M;L;N vienoje tiesėje.

4) Tiesei ML priklauso tiek K, tiek N , todėl L;K;N vienoje tiesėje.
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2.5 Uždaviniai

1. Tegu trikampyje ABC pažymėta BD yra kampo B pusiaukampinė, kurD yra ant AC. Trikampio
BDC apibrėžtinis apskritimas kerta AB taške E, o trikampio BDA apibrėžtinis apskritimas kerta
CB taške F . Įrodyti, kad AE = CF .

2. Iš taško O nupiešiame liestines OA ir OB apskritimui !. Per A nubrėžiama styga AC lygiagreti
OB; tegu E yra antra OC sankirta su !. Įrodyti, kad tiesė AE dalija OB pusiau.

3. Ant trikampio ABC kraštinių AB;BC ir AC padėti taškai C 0; A0 ir B0. Įrodykite, kad apskritimų,
kurių skersmenys yra AA0, BB0, CC 0 radikalinis centras yra H� aukštinių sankirtos taškas.
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Spiralinė homotetija

3.1 Apibrėžimas ir pagrindai

Spiraline homotetija apie tašką O (žinomą kaip spiralinės homotetijos centras) vadiname posūkio
ir homotetijos (didinimo ar mažinimo) kompoziciją, t.y., vienu metu apie tašką sukame ir didiname
(mažiname).
Pavyzdys, kuriame pradžioje trikampį pasukame, o paskui padidiname:

Tegu turime dvi atkarpas AB ir CD, kurios nesudaro lygiagretainio. Tada visada egzistuoja unikali
spiralinė homotetija transformuojanti AB į CD (kartais žymima AB ! CD). Štai pavyzdys;
atkreipkite dėmesį, jog trikampiai ABO ir CDO panašūs:
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Lema: Tegu AC kerta BD taške X, o apie trikampius ACX ir BDX apibrėžti apskritimai kertasi
taške O. Tada O yra spiralinės homotetijos siunčiančios AB į CD centras.
Įrodymas: Kampų gaudymas.
Taip pat spiralinės homotetijos vaikšto poromis: taškas O taip pat yra spiralinės homotetijos taškas,
nusiunčiantis AC į BD.
Įrodymas: Iš 4ABO � 4CDO gauname OA

OB = OC
OD . Akivaizdu, jog \AOC = \BOD, todėl

4ACO � 4BDO pagal kraštinių santykius ir kampą tarp jų.

3.2 Taikymas

Spiralinė homotetija tipiškai duoda vieną iš 3 dalykų:
1) Jei jau turime tašką O, naudodami jos duališkumą (AB ! CD ) AC ! BD) gauname naują
porą panašių trikampių, iš kurių galima gauti naujų lygių kampų ir t.t.
2) Neturint taško O, tačiau turint vieną iš apskritimų, galima nubrėžti antrąjį, taip gaunant O, o
iš to gaunama panašių trikampių.
3) Kadangi spiralinė homotetija duoda panašius trikampius, ji atitinkamus vieno trikampio taškus
atvaizduoja į kito trikampio atitinkamus taškus. Pavyzdžiui, jei AB ir CD vidurio taškaiM ir N , tai
ta pati spiralinė homotetija siunčia M ! N . Tai reiškia, O yra spiralinės homotetijos AM ! CN
centras, bei dėl dualumo AC !MN centras.
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Spiralinė homotetija

Tipinės konfigūracijos, sufleruojančios spiralinės homotetijos taikymą:

Be abejonės, vien spiralinės homotetijos dažniausiai neužtenka išspręsti uždavinį, tačiau tai itin
dažna ir stipri technika.

3.3 Pavyzdžiai ir uždaviniai

Pvz. 1.: Tegu 4ABC mažesnio lanko BC vidurio taškas P;O ant tiesių AB ir AC padėti taškai X
ir Y taip, kad AXPY įbrėžtinis keturkampis. Įrodyti BX = CY .
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Spiralinė homotetija

Įrodymas: Pastebėkime, kad pagal lemą, P yra spiralinės homotetijos BC ! XY centras. Pagal
dualumą, P yra taip pat spiralinės homotetijos BX ! CY centras, t.y, 4BXP � 4CY P . Bet
kadangi lankai BP ir CP lygūs, tai lygios ir stygos BP ir CP , bet tada 4BXP = 4CY P , vadinasi
ir BX = CY:
Pvz. 2.: Du lygiašoniai trikampiai ABC ir ADE tokie, kad D yra ant AC, o \ACB = \CAB =
\AED = \EAD: Taškas X toks, kad XDkCE. Įrodyti \BDX = \DAE.
Įrodymas: Akivaizdu, kad A yra spiralinės homotetijos BC ! DE centras, todėl ir BD ! CE
centras. Tada \ABD = \ACE = \CDX. \BDC = \BDX + \CDX = \BAD+ \ABD, todėl
\BDX = \DAE.
Pvz. 3.: Kartais sutinkama konfigūracija, taip pat praktiškai 1985 IMO (bei kinų 1992) uždavinys:
Tegu ant apskritimo � su centru O yra keturi taškai A;B;C;D. AC kerta BD taške P , o apie ABP
ir CDP apibrėžti apskritimai kertasi taške X. Įrodyti \OXP = 90�.
Įrodymas: Tegu AC ir BD vidurio taškai atitinkamaiM ir N . Tada iš apskritimo savybių OM?AC
ir ON?BD, todėl MNOP įbrėžtinis (90� + 90� = 180�), o PO – skersmuo. Akivaizdu, jog X
yra spiralinės homotetijos AC ! BD centras, todėl ir AM ! BN centras (įsižiūrėkite). Taigi
4AMX � 4BNX, todėl \AMX = \BNX; iš ko seka kad keturkampis PMNX įbrėžtinis. Taigi
taškai M;N;O;X; P guli ant apskritimo su skersmeniu PO, vadinasi \OXP = 90�:
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Uždaviniai:
1. Stipresnis BMO 2014 4: Tegu ant apskritimo � turime įbrėžtinį 2023-kampį A1A2:::A2023. Ap-
skritimo viduje pažymėtas taškas T . Tegu tiesė AiT kerta � taške A0i 6= Ai visiems 1 6 i 6 2023.
Tegu apie trikampį AiAi+1T apibrėžto apskritimo centras yra Oi, o apie trikampį A0iA

0
i+1T apibrėžto

apskritimo centras yra O0i visiems 1 6 i 6 2023 (kai i = 2023, imame Ai+1 = A1). Įrodyti, kad visi
OiO

0
i kertasi viename taške. (Patarimas: Naudokite pvz. 3 (spiralinės homotetijos reikia tik tam

pvz. įrodyti, kurį olimpiadoje reiktų įrodyti kaip lemą)).
2. Įbrėžtinio keturkampio ABCD įstrižainės AC vidurio taškas M . Taškai X ir Y atidėti atitinka-
mai ant kraštinių AB ir BC taip, kad įstrižainė BD eitų per XY vidurio tašką N . Tegu XY kerta
AC taške L. Įrodykite, kad taškai M;N;L ir D priklauso vienam apskritimui.
3. Tegu D taškas ant apskritimo � apibrėžto apie 4ABC mažesnio lanko BC, o AD kerta BC
taške E. Tegu N yra vidurio taškas atkarpos, jungiančios trikampių BDE and CDE apibrėžtinių
apskritimų centrus. M yra BC vidurio taškas, statmuo iš A į BC kerta � taške F bei FN kerta �
taške L 6= F . Įrodykite, kad taškai M;N;L ir D priklauso vienam apskritimui.
4. IMO shortlist 2006: Tegu ABCDE yra iškilasis penkiakampis toks, kad \BAC = \CAD =
\DAE bei \CBA = \DCA = \EDA. Įstrižainės BD ir CE kertasi taške P . Įrodyti Tiesė AP
dalija CD pusiau.
5. IMO 2005: Tegu ABCD iškilasis keturkampis, kurio BC = AD, bet šios kraštinės nelygiagrečios.
Tegu E ir F taškai ant atkarpų BC ir AD taip, kad BE = DF: Tiesės AC ir BD kertasi taške P ,
tiesės BD ir EF kertasi taške Q, tiesės EF ir AC kertasi taške R. Įrodykite, kad apie trikampį
PQR apibrėžtas apskritimas eina per fiksuotą tašką, nepriklausomai nuo E ir F pasirinkimo.
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Symediana

4.1 Apibrėžimas ir pagrindinė lema

Symediana (simediana, simmediana, angl. symmedian) vadiname tiesę simetrišką pusiaukraštinei
atitinkamos pusiaukampinės atžvilgiu.

Trivialiai iš šio apibrėžimo išplaukia, kad \BAN = \CAM , ši savybė ir yra dažniausiai naudojama.
Symediana svarbi dėl šios lemos:
Lema: Tegu apie 4ABC apibrėžtas apskritimas �, o liestinės � iš taškų B ir C kertasi taške D.
Tada AD sutampa su symediana, t.y, A;N;D yra vienoj tiesėje, bei \BAD = \CAM .
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Įrodymas: Nuobodus. Yra trigonometrinis, sintetinis (bet neintuityvus), bei projektyvinis įrodymai.
Nė vienas nevertas dėmesio, tačiau juos nesunku rasti interneto platybėse.
Svarbūs akcentai: lema galioja ir bukiems trikampiams (žr. pav. žemiau). Kaip minėjau, svarbiau-
sia savybė ta, kad \BAD = \CAM duodanti lygių kampų. Kartais liestinės nebūna duotos, reikia
patiems jas papildyti (nors dažnai jos jau duotos ir sufleruoja šią lemą). Galiausiai minėtinas šios
lemos naudojimas turint į trikampį įbrėžtą apskritimą (žr. 3 pav.).

4.2 Kiti faktai

Tegu trikampio ABC liestinės taškuose B ir C kertasi taške X. Tegu AX kerta aplink ABC
apibrėžtą apskritimą taške K, o kraštinę BC taške J . Tegu 4ABC apibrėžtinio apskritimo centras
O. Tada galioja šie faktai:

1. BJ
JC =

�
AB
AC

�2
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2. Keturkampis ABKC yra harmoninis

3. 4ABK � 4AMC

4. (AO) ir apie 4BOC apibrėžtas apskritimas kertasi ant AK vidurio taško.

5. BC yra tiek 4BAK, tiek 4CAK symediana.

6. BC yra \AMK pusiaukampinė, o MX yra \AMK išorinė pusiaukampinė.

7. Liestinės apie 4ABC apibrėžtam apskritimui iš taškų A ir K kertasi ant tiesės BC.

Komentarai apie įrodymus:

1. Tiesioginė aplikacija „Steiner ratio" teoremos.

2. Tai reiškia AC �BK = AB � CK.

3. Trivialus kampų gaudymas.

4. Apie šitą dar bus pakalbėta daugiau, čia (AO) reiškia apskritimą su skersmeniu AO:

5. Taip pat dar bus aptarta.

6. Išvada to, kad lema galioja ir trikampiui BKC.

7. Seka iš 5., itin naudingas faktas (ypač tuose uždaviniuose, kur duotas liestinės iš taško A ir
BC sankirtos taškas).

Paskutinis faktas: trikampio symedianos kertasi viename taške, vadinamame symedianų tašku arba
Lemoine point.

4.3 Pavyzdžiai ir uždaviniai

Pvz. 1.: (Lenkija 2000) Tegu trikampis ABC lygiašonis, AC = BC, o jo viduje taškas P toks, kad
\PAB = \PBC. AB vidurio taškas M . Įrodyti \APM + \BPC = 180�.
Įrodymas: Akivaizdu, jog AC = BC ir \PAB = \PBC duoda \PAC = \PBA. Tegu apie APB
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apibrėžtas apskritimas �. Tada iš atitinkamų lygių kampų seka, kad CA ir CB yra � liestinės. Tada
pagal lemą, CP yra symediana, iš ko tiesiogiai seka \APM + \BPC = 180� (žr. į pav.).

Pvz. 2.: (MEMO 2019 T5): Smailusis trikampis ABC tenkina sąlygą AB < AC. Kraštinės BC
vidurio statmuo ir kraštinė AC kertasi taške D. Pažymėtas toks trikampio ABC apibrėžtinio ap-
skritimo trumpesniojo lanko AC taškas P , kad DP lygiagretu BC. Taškas M dalija kraštinę AB
pusiau. Įrodykite, kad \APD = \MPB.

Įrodymas: Tai, ką reikia įrodyti, labai primena symedianos lemą; su tokia motyvacija, papildom
brėžinį liestinėmis A ir B, kurios kertasi taške K. Dabar tereikia parodyti, kad PD yra 4APD
symediana, t.y, P;D;K yra vienoje tiesėje, kas taip pat yra ekvivalentu DKkBC (pastebėkime,
kad tokiu būdu visiškai atsikratėme taško P ). Pagal konstrukciją, 4BDC lygiašonis, bei kadangi
\DBC = \DCB = \KAB = \KBA (iš liestinių savybių), tai 4BDC � 4BKA. Akivaizdu,
jog B yra spiralinės homotetijos DC ! KA centras, todėl ir CA ! DK centras, kas reiškia, jog
4CAB � 4DKB ) \KDB = \ACB = \DBC, todėl KDkBC, užbaigia sprendimą.
Pvz. 3.: Tegu į 4ABC įbrėžtas apskritimas liečia BC;AC ir AB taškuose D;E ir F: Taškas H ant
tiesės EF toks, kad \HDA = 90�. Įrodyti, jog BC dalija AH pusiau.
Įrodymas: Kaip minėjau, kai duotas įbrėžtas apskritimas, ši lema kartais veikia. Papildom tašką
M � EF vidurio tašką bei BC \ AH = X. Tada iš AE = AF seka \AMF = 90�, todėl AMDH
įbrėžtinis. Prisiminkime faktą, jog DX bus stataus trikampio ADH pusiaukraštinė tada ir tik tada
kai DX = AX arba DX = HX. Šiuo atveju pasirenkam įrodyti DX = AX, kas yra ekvivalentu
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\ADX = \DAX. Naudojame symedianos lemą, liestinių savybes, priekampio teoremą bei rastą
įbrėžtinį keturkampį: \ADX = \FDB + \ADF = \FED + \EDM = \FMD = \HAD =
\DAX, įrodyta.

Uždaviniai:
1. Duotas trikampis ABC. Tegu X yra spiralinės homotetijos BA ! AC centras. Įrodykite, kad
AX yra symediana.
2. (Vietnam TST 2001) Du apskritimai kertasi taškuose A ir B, o bendra liestinė liečia juos taškuose
P ir Q. Apie trikampį APQ apibrėžtas apskritimas, liestinės jam taškuose P ir Q kertasi taške S.
Tegu H yra simetriškas B apie tiesę PQ. Įrodyti, jog A;S;H yra vienoje tiesėje.
3. (USAMO 1995) Duotas4ABC su apibrėžtinio apskritimo centru O, o A1; B1; C1 yra atitinkamai
BC;AC ir AB vidurio taškai.Taškas A2 padėtas ant spindulio OA1 taip, kad 4OAA1 panašus į
4OA2A. Taškai B2 ir C2 apibrėžti panašiai. Įrodyti, jog AA2; BB2 ir CC2 kertasi viename taške.
4 Tegu ant 4ABC kraštinės BC padėtas taškas X, o ant AX taškas P . Statmenys iš P į AB ir
AC atitinkamai yra M ir N . Įrodyti, kad PM

PN = AB
AC tada ir tik tada kai AX yra symediana.

5. (Kubiliaus taurė 2019) Smailiojo įvairiakraščio trikampio ABC apibrėžtinio apskritimo liestinės
taškuose A ir B kertasi taške S. Trikampio ABC aukštinės kertasi taške H, o taškas M dalija
kraštinę AB pusiau. Tiesė HA kerta tieses CM ir CS atitinkamai taškuose M1 ir S1, o tiesė HB
kerta tieses CM ir CS atitinkamai taškuose M2 ir S2. Įrodykite, kad atkarpos M1S2 ir M2S1 yra
trikampio M1M2H aukštinės.
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Humpty-Dumpty points

5.1 Apibrėžimas ir savybės

Oficialaus pavadinimo šie taškai neturi, Humpty point ir Dumpty point yra labiau folkloro sugalvoti
pavadinimai, bet šie taškai žinomi jau seniai. Štai jų apibrėžimai:
A-Humpty point vadiname tokį tašką PA, kuris tenkina \PABC = \PAAB bei \PACB = \PAAC:

Tuo tarpu jo kolega A-Dumpty point vadiname tokį tašką QA, kuris tenkina \QABA = \QAAC
bei \QAAB = \QACA.
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Šie du taškų tipai turi daug savybių ir kartais padaro uždavinį trivialų, arba duoda papildomos in-
formacijos ar motyvacijos sprendimui. Be to, kiekvienai trikampio viršūnei jie unikalūs. Pradėkime
nuo Humpty point:

1) Apskritimai, nubrėžti per tašką A bei liečiantys BC atitinkamai taškuose B ir C kertasi taške
PA.
Įrodymas: Trivialu: tegu šie apskritimai kertasi taške P 00A, tada iš liestinių kampų savybių gaunamas
PA apibrėžimas.
2) Priklauso pusiaukraštinei iš taško A.
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Įrodymas: Tegu apskritimai tokie kaip aukščiau, o APA kerta BC taške M . Tada kadangi APA
yra tų apskritimų radikalinė ašis, tai M priklauso jų radikalinei ašiai. MB ir MC liestinės, taigi
MB2 = MC2 = MPA �MA; taigi MB = MC;AM pusiaukraštinė.
3) Tegu taškas P 0A toks, kad BPACP 0A lygiagretainis. Tada P 0A priklauso apskritimui, apibrėžtam
apie 4ABC:
Įrodymas: Iš lygiagretainio sekaMP 0A = MPA; taigi naudojantis 2)MP 0A �MA = MB2 = MB �MC;
taigi B;C;A; P 0A priklauso vienam apskritimui.
4) AB

AC = PAB
PAC

.
Įrodymas: Išplaukia iš 4PAMB � 4BMA bei 4PAMC � 4CMA.
5) B;PA; H;C yra ant vieno apskritimo, kur H� ortocentras.
Įrodymas: Kampų gaudymas duoda \BHC = 180� � \A, o taip pat akivaizdu iš kampų sąlygos,
kad \BPAC = 180� � \A, iš ko seka koncikliškumas.
6) HPA?APA:
Įrodymas: Iš 4PAMB � 4BMA gauname \B = \BPAM , iš 4) gauname \HPAB = \HCB, o
\HCB = \HAB (aukštinių savybės), tad viską sudėjus gauname ko reikėjo.
7) Jei AH \BC = D, tai DHPAM įbrėžtinis.
Įrodymas: Tiesiogiai seka iš 6).
Dabar apie jo kolegą Dumpty point:

1) Yra spiralinės homotetijos BA! AC centras.
Įrodymas: Apibrėžimas.
2) AQ2

A = BQA � CQA.
Įrodymas: Tiesiogiai iš trikampių panašumų.
3) Yra ant A symedianos.
Įrodymas: 1 uždavinys iš symedianų; Tegu D yra liestinių susikirtimo taškas, o AQA kerta BC taške
L. Akivaizdu, jog \BQAL = \CQAL = \A, bei \BQAC = 2\A. Taip pat \BDC = 180� 2\A,
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taigi BDCQA įbrėžtinis. Iš BD = CD seka, kad QAD yra \BQAC pusiaukampinė, bet taip pat
yra ir QAL, todėl A;QA; L;D yra vienoje tiesėje, vadinasi AQA yra symediana pagal symedianos
lemą.
4) B;QA; O;C yra ant vieno apskritimo, kur O yra apibrėžto apskritimo centras.
Įrodymas: Trivialiai OBDC yra įbrėžtinis (OB?BD ir OC?CD), o iš 3) BDCQA įbrėžtinis, todėl
ir B;QA; O;C yra ant vieno apskritimo.
5) OQA?AQA.
Įrodymas: OD yra aukščiau minėto apskritimo skersmuo, todėl OQAD = 90�.
6) QA yra AK vidurio taškas, kur K yra symedianos ir apibrėžto apskritimo sankirta.
Įrodymas: Iš 5) ir OA = OK gauname norimą rezultatą.
Taip pat naudojant 6) faktą ir QA savybes galima įrodyti teiginį 5) iš symedianos kitų faktų.
Galiausiai verta paminėti, kad QA bei PA yra „isogonal conjugates".

5.2 Pavyzdžiai ir uždaviniai

Pvz. 1.: (ELMO 2014) Trikampio ABC ortocentras ir apibrėžtinio apskritimo centras yra H ir
O. Apskritimas !1, apibrėžtas apie trikampį BOC kerta apskritimą su diametru AO taške M .
AM kerta !1 dar kartą taške X. Analogiškai apskritimas !2, apibrėžtas apie trikampį BHC
kerta apskritimą su skersmeniu AH taške N , o AN kerta !2 antrąkart taške Y . Įrodykite, kad
MNkXY .

Įrodymas: Iš taškų M ir N savybių galime teigti, kad tai Humpty Dumpty taškai. Pasinaudojus
tuo, kad jie „isogonal conjugates" gauname \MBA = \NBC = \NY C bei \BAM = \CAY;
todėl 4AMB � 4ACY . Analogiškai 4ANB � 4ACX. Tada AM �AY = AB �AC = AN �AX,
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taigi AM
AX = AN

AY , i² ko seka norimas rezultatas.
Pvz. 2.: Tegu 4 ABC ortocentras H , BC vidurio ta²kas M . Apie 4 ABC apibr
eºt¡ apskritim¡
spindulys MH kerta ta²ke R, ties
e AR kerta BC ta²ke K . Apie 4 BHC apibr
eºtas apskritimas
kerta AM ta²ke P. I�rodyti, kad K; H; P yra vienoje ties
eje.

I�rodymas: I² ta²ko P apibr
eºimo seka, kadP yra Humpty point, vadinasi HP ? AM . Akivaizdu, jog
AH ? KM: Tegu spindulys HM kerta apskritim¡ ta²ke Q, tada gerai ºinomas faktas, kadBHCQ
yra lygiagretainis, tod
el \ ACQ = \ ACB + \ BCQ = \ HBC + \ BCQ = 90 � . Taigi AQ yra
skersmuo,\ MRA = 90 � : Vadinasi H yra ir 4 KAM ortocentras, tod
el KH � PH yra jo auk²tin
e.
Pvz. 3.: Duotas trikampis ABC . Prie kra²tiniu� BC ir AC nubr
eºti kvadratai, taip, kad ACLK
yra kvadratas ir BCNM yra kvadratas. Tegu ties
eCN kerta AK ta²ke X , o ties
e LC kerta M
ta²ke Y . Apie trikampius KXN ir LY M apibr
eºti apskritimai kertasi dviejuose ta²kuose, tegu
tas, kuris yra trikampio ABC viduje yra P. Ta²kas R toks, kad ACBR yra lygiagretainis. I�rodyti
\ ACP = \ BCR.
I�rodymas: I² ta²ko R apibr
eºimo akivaizdu, kad CR yra pusiaukra²tin
e, taigi reikia i�rodyti, kad
CP yra symediana. Turint tik ta²k¡ P, galima viltingai tik
etis, kad tai yra Dumpty point, nes i² to
i²plauktu� norimas rezultatas. I² tiesu�, i�manoma i�rodyti, kad jis ir yra Dumpty point. Tai i�rodyti
paliekame skaitytojui. (Patarimas: Tegu KL kertasi su MN ta²ke Z . Be to, ar galite br
eºinyje
pasteb
eti i�br
eºtiniu� keturkampiu�?)
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Uºdaviniai :
1. (IMO 2010 modi�kuotas) Trikampyje ABC paºym
etas ortocentrasH , AB vidurio ta²kas D , H
projekcija i� CD yra P. Tegu AP; BP; CP kerta apie 4 ABC apibr
eºt¡ apskritim¡ ta²kuose K; L; M .
I�rodyti MK = ML .
2. (USAMO 2008) 4 ABC kra²tiniu� AB ir AC vidurio ta²kai M ir N . AB ir AC vidurio statmenys
kerta pusiaukra²tin¦ i² vir²	un
es A ta²kuose D ir E . BD kerta CE ta²ke F . I�rodykite, kad AMFN
i�br
eºtinis.
3. (USA TSTST 2015) Duotas trikampis ABC . Tegu K a; L a ir M a yra BC sankirta su vidine
A pusiaukampine, i²orine A pusiaukampine bei pusiaukra²tine i² A. Apskritimas, apibr
eºtas apie
4 AK aL a kerta AM a ta²ke X a. Ta²kai X b ir X c apibr
eºti analogi²kai. I�rodyti, jog apie X aX bX c

apibr
eºto apskritimo centras priklauso 4 ABC Eulerio tiesei.
4. (USA TST 2005) P yra ta²kas trikampio ABC viduje toks, kad \ PBC = \ PAB bei \ PCB =
\ PAC. AP vidurio statmuo kerta BC ta²ke Q. O yra ABC apibr
eºtinio apskritimo centras.
I�rodyti \ AQP = 2 \ OQB.
5. Ta²kas P yra ant trikampio ABC A � symedianos.O1 ir O2 yra apie 4 APB ir 4 CAP apibr
eºtu�
apskritimu� centrai. O yra 4 ABC apibr
eºtinio apskritimo centras. I�rodyti AO dalija O1O2 pu-
siau.
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’iuo trumpu skyreliu siekiama supaºindinti su svarbia technika, kuri naudojama uºdaviniuose su
daug apskritimu�, siekiant juos pakeisti i� uºdavinius su ties
emis, kurios yra daug intuityvesn
es ir
labiau valdomos.

6.1 Apibr
eºimas

Tarkim, M yra apskritimas su centru O ir spinduliu r. Tada ta²ko X (kuris n
era O) inversija atºvil-
giu M yra ta²kas X 0 ant spindulio OX, tenkinantis OX 0 = r 2

OX . Ta²ko O inversija yra neapibr
eºta.

Taip pat prid
esiu du apibr
eºimus: Ties
es inversija yra visu� ties
es ta²ku� inversijos sudaroma aib
e.
Apskritimo inversija taip pat.

6.2 Pagrindin
es savyb
es

ˆ Ta²ko inversijos inversija yra pats ta²kas (T.y. X 00= X )

ˆ Jei ta²kas yra apskritimo viduje, jo inversija bus i²or
eje, o jei yra apskritimo i²or
eje, inversija
bus viduje. Ta²kai ant apskritimo lieka savo vietoje.

ˆ Ties
es L, einan£ios per apskritimo centr¡ O, inversija yra ta pati ties
e.

ˆ Ties
es L, neinan£ios per apskritimo centr¡ O, inversija yra apskritimas einantis per O, kurio
centras Q tenkina, kad OQ yra statmena L (Pabandykite ²i� fakt¡ i�sirodyti. Taip pat svarbu
yra kad, prie²ingai negu homotetijoje, apskritimo centras neatsivaizduoja i� apskritimo centr¡).
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ˆ Apskritimo C su centru Q, einan£io per O, inversija yra ties
e L, kuri statmena OQ.

ˆ Apskritimo C su centru Q, neinan£io per O, inversija yra kitas apskritimas, kurio centras yra
ant ties
es QO (Irgi si	ulau i�sirodyti).

6.3 I�domesn
es savyb
es

ˆ Keturkampis ABA 0B 0 i�br
eºtinis ir trikampis OA0B 0 pana²us i� OBA .

ˆ Tarkim, ta²kas X yra apsktritimo i²or
eje, o A ir B yra X liestin
es i� apskritim¡. Tada X inver-
sija apskritimo atºvilgiu yra AB vidurio ta²kas.

ˆ Tarkim, mes atliekame inversij¡ su centru A ir spinduliu r . Tada jB 0C0j = jBC j�j r j2

jAC j�j AB j

ˆ Tarkim, turim trikampi� ABC. Jeigu atliekam iversij¡ su centru A ir spinduliu
p

jAB j � j AC j
ir tada visk¡ atspindime per kampo A pusiaukampin¦, ta²kai C ir B gri�ºta i� save, ta£iau pats
br
eºinys tampa kitoks.
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6.4 Kur invertuojasi br 
eºiniai?

Dabar daugmaº ai²ku kur invertuojasi atskiros �g	uros, bet, kad gal
etume spr¦sti uºdavinius, turim
ºinoti kur invertuojasi pilni br
eºiniai. ’ios sekcijos tikslas yra leisti jums ²iek tiek pasitreniruoti
prie² ºengiant i� uºdavinius.

Praktika 1
Trys apskritimai eina per ta²kus A ir B. Kaip atrodys br
eºinys po inversijos per A?

Praktika 2
Duotas trikampis ABC su ortocentru H ir circumcentru O. Kaip atrodys br
eºinys po inversijos per
A?

Praktika 3
Duotas trikampis ABC su incentru I. Kaip atrodys br
eºinys po inversijos per I?

Praktika 4
Duotas trikampis ABC ir M yra BC vidurio ta²kas. Kaip br
eºinys atrodo po inversijos per A?

Praktika 5
Duoti trys apskritimai w1; w2; w3, kurie lie£ia vienas kit¡ ir ju� centrai vienoje ties
eje. Kaip atrodys
br
eºinys po inversijos per kaºkuri� lietimosi ta²k¡?

Praktika 6
Duotas apskritimas ABC. AB vidurio ta²kas M ir statmuo i² B yra D. CM kerta BD ta²ke X. Kaip
atrodo br
eºinys po inversijos per A?

6.5 Inversijos naudojimo pavyzdºiai

Taigi, kaip inversija i² tikru�ju� padeda mums i²spr¦sti uºdavinius? Visi sprendimai naudojasi inver-
sijos dvipusi²kumu. Pvz., jeigu keturkampis yra i�br
eºtinis po inversijos ir inversijos centras n
era ant
to apskritimo, tas keturkampis buvo i�br
eºtinis ir prie² inversij¡, arba jeigu trys ta²kai A, B ir C po
inversijos guli ant to paties apskritimo, kuris eina per inversijos centr¡, jie buvo ant vienos ties
es
prie² inversij¡. Nors ²itie faktai yra ekvivalent	us, kartais vien¡ i² ju� i�rodyti yra lengviau negu kit¡.
Tod
el mes ir naudojame inversij¡, ji neduoda mums garantuoto sprendimo kaip pvz. koordinat
es,
ta£iau pakei£ia uºdavini� i� kitoki¡ jo versij¡, kuri mums gali b	uti lengviau prieinama (Arba prie²in-
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gai!).

Pavyzdys (USAMO 1993) Duotas i²kilusis keturkampis ABCD, kurio i�striºain
es statmenos ir
kertasi ta²ke E. I�rodyk, kad E atspindºiai per keturkampio kra²tines yra ant to paties apskritimo.

Sprendimas
Nors s¡lygoje n
era pamin
etas nei vienas apskritimas, mes galime i�sivaizduoti, kad egzistuoja ke-
turi apskritimai, kuriu� centrai yra A, B, C ir D ir visi eina per E. Tada E atspindys per AB yra
apskritimu� su centrais A ir B antra sankirta. Pana²iai apsibr
eºia ir kiti atspindºiai. Dabar uº-
davinys atrodo daug labiau vertas invertuoti. Taigi invertuokime su centru E ir bet kokiu spinduliu.
Apskritimai su centrais A ir C eina i� tieses, kurios statmenos AC, o su centrais B ir D eina i� tieses,
kurios statmenos BD. E atspindºiai per kra²tines invertuojasi i� tu� tiesiu� susikirtimo ta²kus, kas
akivaizdºiai yra sta£iakampio vir²	un
es - taigi, jie po inversijos yra ant vieno apskritimo, kuris neina
per inversijos centr¡. Tai rei²kia, kad ir prie² inversij¡ jie buvo ant vieno apskritimo, taigi uºdavinys
i²spr¦stas.

6.6 I�br 
eºtiniai apskritimai

Inversija visai gerai dorojasi su apskritimais, kuriu� apibr
eºime yra kaºkoks lietimosi ta²kas - ar tai
b	utu� paprastasis trikampio i�br
eºtinis apskritimas, kuris lie£ia visas kra²tines, ar mixtlinear apskriti-
mas, kuris lie£ia dvi trikampio kra²tines ir apibr
eºtini� apskritim¡, ar dar bet koks kitas. Inversija
lietimosi s¡lyg¡ gali paversti i� lygiagretumo ar apskritimo ir ties
es lietimosi savyb¦ ir taip palengv-
inti uºdavini�.
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