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1. Jrodykite, kad bet kokiems realiesiems skaic¢iams ag, aq,...,a,, k, kur
n > 1ir a; = a,_1 = 0, galioja nelygybeé:

n—2
a0l = lan] < Y lai — kait1 — aiyal.
i=0

2. Tegul O ir H yra atitinkamai trikampio ABC' apibréztinio apskritimo
centras ir aukstiniy susikirtimo taskas. Taskas P yra tasko A atspindys
tiesés OH atzvilgiu. Tarkime, kad P néra toje pacioje tieses BC' puséje
kaip A. Taskai F ir F' yra atitinkamai ant AB ir AC, kad BE = PC' ir
CF = PB. Tegul K yra tiesiy AP ir OH susikirtimo taskas. [rodykite,
kad ZEKF = 90°.

3. Ant lentos kazkokia tvarka surasyti visi naturalieji skaiciai nuo 1 iki 2025
(kiekvienas skaic¢ius parasytas po lygiai vieng karta). Barbora daro to-
kius veiksmus: jei pirmasis ant lentos parasytas skaicius yra k, ji nutrina
pirmuosius k skaiciy, tada tuos pacius skaicius atvirkscia tvarka paraso
lentos pradzioje, o likusiy nariy eilés tvarkos nekeicia. (Pavyzdziui, seka
{3,5,10,4, ...} tampa {10,5,3,4,...}). Irodykite, kad po baigtinio é¢jimuy

skaic¢iaus pirmasis ant lentos parasytas skaicius bus 1.

4. Raskite visus teigiamus racionaliuosius (z,y), tenkinancius lygtj:

yr’ =y + 1.
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. Irodykite, kad bet kokiems realiesiems skaiciams ag, ay,...,a,,k, kur
n > 1ir a; = a,_1 = 0, galioja nelygybeé:

n—2
|ao| — lan] < D |a; — ka1 — azyal.
i=0

Sprendimas: Tegu ¢ yra lygties 22 — kx — 1 = 0 Saknis, [t| > 1 (tokia
saknis tikrai egzistuoja, nes sakny sandauga —1, o Saknys realios. Tada

kiekvienam ¢ = 0,1,...,n — 2,
lai — kaiy1 — aipo] = ’(Gi —tai41) + %(Cliﬂ - ta'i+2)‘ > |a; — tagq| —
i = taive| > lai — taipi| = |ai — tairo| (kadangi g < 1). Sudéje

sias nelygybes nuo ¢ = 0 iki n — 2 (issaugant ﬁ, kai i =n — 2),
n—2

1
Z \ai — kZCLH_l — CLi+2| 2 ’CL() — t(lll — m|an_1 — tan| = |CLO| — \an|
=0

. Tegul O ir H yra atitinkamai trikampio ABC'" apibréztinio apskritimo
centras ir aukstiniy susikirtimo taskas. Taskas P yra tasko A atspindys
tiesés OH atzvilgiu. Tarkime, kad P néra toje pacioje tieses BC' puséje
kaip A. Taskai F ir F' yra atitinkamai ant AB ir AC, kad BE = PC' ir
CF = PB. Tegul K yra tiesiy AP ir OH susikirtimo taskas. [rodykite,
kad ZEKF = 90°.

Sprendimas:

(a) Pazymeékime taip P, kad BPCP’ yra lygiagretainis. Tegul taskas
D yra EBP’ ir P'C'F pusiaukampiniy susikirtimo taskas. Pazymeé-
kime taip A’, kad AA’ yra skersmuo. M yra BC vidurio taskas.

(b) Irodysime, kad P’ priklauso tiesei HO. Zinome, kad PM = M P’
ir HM = MA’' (antra lygybé yra gerai zinomas faktas). Tada
HPA'P' yra lygiagretainis. Tada HO || PA"ir HP' || PA' = P’
priklauso tiesei HO.

(¢) Irodysime, kad ZBDC' = 90°: Pastebé¢kime, kad ZDBC+ZDCB =
ZB-‘r-ZQP'BC + ZC-I-ZQP'CB — £A+ZZB+ZC —90° — /BDC = 9(°




(d) Irodysime, kad ZEP'F = 90° ir D yra EF vidurio taskas. EP" L
BDir CD 1 P'Fir /ZBDC =90° — /FEP'F = 90°. Kadangi
DE = DP' ir DP' = DF — D yra apie EP'F apibrézto
apskritimo centras ir D yra E'F' vidurio taskas.

(e) Irodysime, kad DM || AG. Pastebékime, kad ZDMB =2/DCB =
2(£LP'CB+ /DCF) = 2(a+“5%) = a+ /C = a+ ZAPB =
LAGB, kur ZPBC =a = DM | AG.

(f) Irodysime, kad ZEP'F = 90°. Kadangi PM = MP' ir DM || AG
= K yra P’ atspindys DM atzvilgin = DK = DP' — K
priklauso apie E'P'F apibréztam apskritimuiir /EKF = /EP'F =
90°.

3. Ant lentos kazkokia tvarka surasyti visi naturalieji skaiciai nuo 1 iki 2025
(kiekvienas skaic¢ius paraSytas po lygiai vieng karta). Barbora daro to-

kius veiksmus: jei pirmasis ant lentos parasytas skaicius yra k, ji nutrina



pirmuosius k skaiciy, tada tuos pacius skaicius atvirkscia tvarka paraso
lentos pradzioje, o likusiy nariy eilés tvarkos nekeicia. (Pavyzdziui, seka
{3,5,10,4,...} tampa {10, 5, 3,4, ...}). Irodykite, kad po baigtinio éjimy
skaicCiaus pirmasis ant lentos parasytas skaic¢ius bus 1.

Sprendimas: Pakeiskime 2025 j n ir jrodysime indukcijos budu. Kai
n = 1, salyga akivaizdi. Dabar tarkime, kad salyga teisinga su n ir
turime ant lentos parasytus n + 1 skaicius.

Jei n + 1 parasytas paciame gale, tai su juo niekada nebus atliekama
jokiy veiksmy, tad veiksmai bus identiski, tarsi turétume tik n skaiciy,
taigi, iS indukcijos zingsnio, kazkada priekyje atsiras 1.

Jei n 4+ 1 paraSytas ne paciame gale, tai jei jis kazkada atsidurty
paciame priekyje, kitu éjimu nueity j patj galg ir vél turétume pries
tai buvusig situacija. Vadinasi, n + 1 niekada nebus priekyje. Tarkime,
paciame gale yra skaic¢ius x. Bet tada, kada n+1 niekada nebus priekyje,
tai x niekada nebus lie¢iamas. Taigi veiksmai bus identiski tiems, tarsi
x ir n + 1 buty sukeisti vietomis, o tai jau analogiskai situacijai, kai
turime n skaiciy.

Atskirai reikia panagrinéti atvejj, kai x = 1. Bet tokiu atveju galime
jsivaizduoti, kad vietoje n + 1 turime 1 ir éjimy tai visiSkai nekeicia,
nes jau teigéme, kad n + 1 niekada nebus priekyje. Tokiu atveju pagal
indukcijos zingsnj 1 (o i$ tiesy n + 1) pateks | pirma vieta ir kitu éjimu
vienetas atsiras priekyje.

Taigi bet kurioje situacijoje po baigtiniy éjimy skaiciaus priekyje at-

siras 1.

. Raskite visus teigiamus racionaliuosius (x,y), tenkinancius lygti:
yr¥ =y + 1.

Sprendimas:

Teguz =7,y = 5,a,b,¢,d € N, kur Sios trupmenos nesuprastinamos.
Lygti galime pertvarkyti taip: c?a® = b°(c+d)?. Kadangi dbd(c,c+d) =
1,dbd(a,b) = 1, gauname, kad a® = (c+d)?, c¢? = b°. I$ antrosios lygties
gauname, kad egzistuoja toks m € N, kad ¢ = m¢, b = m?.

Jei ¢ = m©, tai jei ¢ > 1, tada ¢ = m® = m™ = ... buity neapréztas,

taigi belieka atvejis m = ¢ = 1.



Jeim =c=1,b=1,a = (d+ 1)% Nesunku patikrinti, kad z =
(d+1)%,y =% yra sprendinys.



