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Uzdavinys 1. Teigiami realieji skaiciai a, b, ¢ tenkina a + b+ ¢ = 1. Irodykite, kad

l1+ab 1+4+bc 14ca
+ + >5
a+b b+c c+a

Sprendimas.

1+ab a+b+c+ab ¢+ ab cla+b+c)+ab (b+c)(c+a)
= =1 =1+ =1+
a+b a+b a+b a+b a+b

Pagal aritmeting geometrine vidurkiy nelygybe turime, kad 3 ((b+2)_~(_2+a) + ((”225?’1)) >/(c+a2=c+a

(atitinkamai tas pats su kitomis poromis).

Tada
1+ab 1+bc 1+ca b+c)(c+a) (a+b)(c+a) (b+c)(a+D)
b T hre Tera St ats T bre T oxa 2 itleta)tlatb)+(bte) =5

Lygybeé galios, kaia =b=c= %

O
UzZdavinys 2. Alisa ir Bobas rado 100 vienodo dydzio plyty: 50 balty ir 50 juody. Jie zaidzia zaidima.
Bokstu vadinsime vieng ar kelias plytas, sudétas viena ant kitos. Zaidimo pradzioje visos plytos stovi
atskirai, taigi yra 100 boksty. Vieno éjimo metu zaidéjas turi taip uzdéti viena i§ boksty ant kito boksto
virSaus (boksty apversti negalima), kad gautame bokste nebuty dviejy tos pacios spalvos plyty greta. Zaidéjai
éjimus atlieka paeiliui, Alisa pradeda. Tas, kuris negali atlikti éjimo, pralaimi zaidima. Kas gali garantuoti
pergale nepriklausomai nuo priesininko strategijos?

Sprendimas. Laimi Bobas. Bokstg vadinkime baltu/juodu, jei jo virSutiné ir apatiné plytos abi yra atitinka-
mai baltos/juodos. Pirmiausia pastebékime, kad Bobas laimi, kai yra 2 balti ir 2 juodi bokstai. I§ tikryjy,
Alisa turi sujungti juoda ir balta bokstus tam tikra tvarka. Neprarasdami bendrumo tarkime, kad ji padéjo
balta boksta ant juodo. Tuomet Bobas gali sudéti du likusius bokstus atvirkstine tvarka, t.y. juoda ant
balto. Tada Alisa negali sujungti dviejy gauty boksty pagal taisykles. Dabar indukcija parodysime, kad
Bobas visada laimi i§ padéties, kurioje yra n balty ir n juody boksty, kai n > 2. Alisa turi sujungti du
skirtingy spalvy bokstus, tarkime, ji uzdeda balta ant juodo, Bobas gali uzdéti dar viena juoda ant to pacio
boksto. Gautas bokstas yra baltas, todél lieka n — 1 balty ir n — 1 juody boksty, o i§ Sitos padéties Bobas
laimi pagal indukcijos prielaida. Atvejis, kai Alisa uzdéjo juoda boksta ant virSaus, yra simetriskas. O

Uzdavinys 3. Trikampio ABC apibréztinio apskritimo centras yra O, o atkarpa AD yra aukstiné (¢ia D
priklauso BC). Tegul AO dar karta kerta trikampio BOC apibréztinj apskritima taske X # O. Tiesése AB
ir AC atitinkamai pazymeéti tokie taskai F' ir F', kad ZXFA = /X FA = 90°. Irodykite, kad ties¢ DX dalija
atkarpa EF' pusiau.

Sprendimas. Pasiziuréjus i brézinj, galime pastebéti, jog atkarpos E'F ir DX dalija vienos kita pusiau,
vadinasi galime spéti, jog DEXF lygiagretainis. Ta ir bandysime jrodyti. Tegul M yra tiesiy XFE ir BC'
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susikirtimo taskas, o N yra X F' ir BC susikirtimo taskas. Pasiziuréjus j bréZinj matome, kad galime bandyti
jrodinéti, jog F' yra XN vidurio taskas. Turime, kad /XCF = ZOAC + Z0XC = LOAC + LOBC =
/0CA+ /0CB = /BCA = /FCN — FX = FN, ¢a naudojameés jbréztiniu BOCX ir tuo, kad
trikampiai AOC ir BOC lygiaSoniai. Analogigkai E yra M X vidurio taskas. Gauname, jog taskas A yra
atkarpy M X ir NX vidurio statmeny susikirtimo tagkas, kas reigkia, jog A yra trikampio M X N apibréZtinio
apskritimo centras, vadinasi D yra M N vidurio tagkas, nes AD 1 M N. Kadangi DF yra trikampio M XN
vidurio linija, tai DF||EX ir DF = %MX = F X, vadinasi gauname, kad DFE X F' lygiagretainis ir DX dalija
EF pusiau.
A

O

Sprendimas. Naudojant centrinio—jbréztinio kampy savybe, turime kad ZOAC = M = 90° —

/ABC = /BAD. Taip pat ZADB = ZAFX = 90°, todél trikampiai ADB ir AFX yra panaSus. Va-
dinasi, egzistuoja spiraliné homotetija BD — XF', kurios centras A. Todél pagal spiralinés homotetijos
dualuma, taip pat egzistuoja spiraliné homotetija BX — DZF kurios centras A, todél trikampiai ABX ir
ADF panagus. Taigi /ZBXA = /DFA. Tegu tiesés AX ir F'D kertasi taske Y. Tada naudojant jbréztiniy
kampy savybes ZCFY = /BXO = /BCO = ZCBO = ZCX0O = ZCXY, todél keturkampis CFXY
— jbréztinis. Pastebékime, jog analogisSkai trikampiy ADB ir AFX panaSumui, taip pat panaSus trikam-
piai ADC ir AEX. Vadinasi, ZACD = ZAXFE. Taigi turime /YXE = ZACD = ZACO + Z0CB =
LCAO+/ZCXO0 = £LXCF = ZXYF, vadinasi tiesés DF ir X F lygiagrecios pagal lygius priesinius kampus.
Analogiskai gauname ir tiesiy DE ir X F' lygiagretuma, taigi DEXF' lygiagretainis, o jo jstrizainés kerta
viena kita pusiau.
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Uzdavinys 4. Tarkime ai,as ir ag yra tokie skirtingi teigiami sveikieji skaiciai, kad:
(i) ay dalo as + a3 + asas;
(ii) ap dalo a3 + a; + asay;
(iii) as dalo a1 + as + aqas.
Irodykite, kad negali buti taip, kad visi skai¢iai a1, as ir ag yra pirminiai.

Sprendimas. Irodysime prieStaros metodu. Tarkime, kad egzistuoja tokie skirtingi pirminiai skai¢iai aq, as, as,
kurie tenkina uzdavinio salygas. Nemazindami bendrumo, laikykime, kad a1 < a2 < as.
I3 (i) turime:
ay | as + az + asaz3 = a, | a1 + as + as + ajas + azas + asaq.

Analogiskai i$ (ii) ir (iii) seka, kad as ir a3 taip pat dalija Sia suma. Kadangi skai¢iai a; yra poromis pirminiai:
araza3 | a1+ az + az + araz + azaz + azas,
i§ to seka nelygybé aiasas < a; + as + as + ajas + asas + aza;. Ja pertvarkius gaunama:
(a1 — D)(ag — 1)(az — 1) < 2(a1 + a2 + a3) — 1.

I8nagrinékime du atvejus pagal maziausio pirminio skai¢iaus a; reiksme:
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o Atvejis a; = 2: I8 (i) gauname 2 | ag + a3 + asas. Kadangi ag, a3 > 2 yra pirminiai nelyginiai skaiciai,
reiskinys ag + as + asas yra nelyginis - priestara.

o Atvejis a; > 2: Kadangi a; > 3 ir as > 5, kairiajg nelygybés puse galime sumazZinti:
(a1 —1)(az —1)(az—1)>2-4- (a3 — 1) = 8az — 8.
I8 salygos a1 < as < ag seka, kad a1 + a2 + as < 3as, todél desiniaja puse galime padidinti:
2(a; +as +a3) — 1 < 6az — 1.
Tai turi galioti 8ag — 8 < 6as — 1 = 2a3 < 7. Bet mes zinome, kad a3 > 7, gauname priestara.

Abiem atvejais gavome priestara, todél skaiciai a1, as, as negali visi buti pirminiai. O

Laikas: 4 val. 30 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minudciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 8 tasky.
Leidziamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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Uzdavinys 1. Ar egzistuoja tokie 8 paporiui skirtingi sveikieji skaiciai a, b, ¢, d, e, f, g, h, kad lygéiy
2> +ar+b=0,2>+cr+d=0,2>+ex+ f =0ir 22 + gv + h = 0 sprendiniai yra (kazkokia tvarka)
a7b7c’d’e7f7g7h?

Sprendimas. Ne, neegzistuoja.
Tarkime, kad egzistuoja. Tarkime, pirmos lygties sprendiniai yra x1,xs, antros - z3, x4, trecios - =5, Tg, O
ketvirtos - z7, xg ir skaidiai x1, x2, 3, T4, T5, T, T7, g yra kazkokia tvarka parasyti a, b, c,d, e, f, g, h. Tada i8
Vieto teoremos gauname, kad b = x129,d = x324, f = 2526, h = 728, sudauginus visas Sias lygtis gauname,
kad bdfh = abcdefgh. Jei né vienas is skaic¢iy b,d, f, h néra 0, tai suprastine abi lygties puses gautume,
kad aceg = 1, kas nejmanoma, nes a, c, ¢, g yra keturi skirtingi sveikieji skai¢iai. Vadinasi, vienas i§ skaiciy
b,d, f,h yra 0, neprarasdami bendrumo tarkime, kad b = 0.
Nagrinékime daugianarj (z? + az)(z? + cx + d)(z* + ex + f)(2? + gz + h). Mes tiksliai Zinome jo Saknis,
taigi Zinome, kad su bet kokiu x teisinga lygtis (22 4+ ax)(z? + cx + d)(z® + ex + f)(z? + gv + h) = z(z —
a)(z —c)(x —d)(x —e)(z — f)(z — g)(x — h). Padaline i§ z ir nagrinédami konstantinj narj gauname, kad
adfh = —acdefgh. Né vienas i§ §iy skai¢iy néra 0 (nes b = 0 ir jie visi skirtingi), taigi ceg = —1, kas
akivaizdziai nejmanoma, taigi priestara.
Pastaba: Irodyti, kad b = 0 galima nagrinéjant analogiska daugianariy lygtj kaip antroje sprendimo puséje,
¢ia pateikiamas budas padaryti tai nenaudojant daugianario sgvokos.

O

Uzdavinys 2. Tegu M yra aibé, sudaryta i$ SeSiy skirtingy teigiamy sveikyjy skai¢iy, kuriy suma lygi
60. Visi 6 aibés skaiciai yra uzraSyti ant kubo sieny — po viena skai¢iy ant kiekvienos sienos. Vienu éjimu
pasirenkamos trys kubo sienos, turinéios bendra virSune, ir prie $iy sieny skaic¢iy pridedama po 1. Nustatykite
kiek yra tokiy aibiy M, kurioms po baigtinio éjimy skai¢iaus jmanoma gauti kuba, kuriame visose sienose
uzrasyti skai¢iai yra vienodi.

Sprendimas. Nagrinékime priesingy kubo sieny poras. Pastebékime, kad kiekvienas éjimas kiekvienos poros
suma padidina 1. Todél, jei galiausiai visose kubo sienose skaiciai tampa vienodi, kiekvienos poros suma
pradzioje turéjo buti tokia pati. Visy sieny skai¢iy suma yra 60, vadinasi, kiekvienos poros suma turi buti
20.

Irodysime, kad jei kiekvienos sieny poros suma yra 20, tuomet skaicius ant kubo sieny tikrai galima
padaryti vienodus. Pastebékite, kad jei i§ kiekvienos poros pasirinksite po viena siena, gautos trys sienos
visada turés bendra virSsune. Tegu z buna didZiausias sveikasis skai¢ius ant kubo. Tegul y yra antras
didziausias sveikasis skai¢ius ant kubo. Pasirinkite virsune kuri turi y, ir mazesnius skai¢ius is likusiy dviejy
pory sieny. Tada jas visas galime padidinti per x — y ir turésime dvi sienas su skaic¢iu x. Kartokime ta pacia
strategija su 3 didziausiu skai¢iu. Ir kadangi visy skaiCiy poros yra lygios, mes gausime tris sienas su z ir
tris su 20 — z. Ir paskutiniais éjimais pereisime i§ 20 — = j x.

Belieka suskaic¢iuoti kiek yra tokiy aibiy M, kurios narius galima padalyti j tris poras, kuriy kiekvienos
suma yra 20. Yra 9 teigiamy sveikyjy skaic¢iy poros, kuriy suma lygi 20: {2,20 — 2}, kai 1 < z < 9. Mes
galime pasirinkti bet kurias 3 i$ jy, kad sudarytume aibe M, todél atsakymas yra (g) = 287 _ gy,

~ 321
O
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Uzdavinys 3. Lygiagretainio ABCD kampo /BAD pusiaukampiné kerta tieses BC ir CD atitinkamai
taskuose K ir L. Trikampio C'K L apibréztinio apskritimo centras yra O. Irodykite, kad taskai B, C, D ir
O priklauso vienam apskritimui.

Sprendimas. Tegul /BAD = 2, tada ZBAK = ZLAC = «. Kadangi BC || AD, tai /ZBKA = /KAD =
a = /BAK, vadinasi ABAK lygiaSonis ir CD = BA = BK. Kadangi O yra LKC apibréztinio apskritimo
centras, tai turime, jog OK = OC. Matome, jog jrodzius, kad AOKB = AOCD, seks, kad Z/OBK =
ZOBC = Z0DC = OCDB jbréztinis. Turime dvi reikiamas krastines, vadinasi mums uztenka parodyti,
jog ZBKO = £Z0CD. Turime, kad /LKC = /BKA = a. Tada ZLOC =2/LKC =2a = ZOCL =
90° — «, nes ALCO lygiasonis. I8 to seka, jog ZOCD = 90° 4+ «. Kadangi /KLC = ZLAB = o (LC || BA),
tai analogiskai gauname ZBKO = 90° 4 «, kas uzbaigia musy jrodyma.
L

O

Uzdavinys 4. Naturaliajam skaiCiui n egzistuoja tokie racionalieji skaifiai a ir b, jog a,b néra sveikieji
skaiCiai, o a + b ir a™ + b™ yra sveikieji skaiGiai. Irodykite, kad n negali buti lyginis.

Sprendimas. Tegul a = 7, b= %, kur z,y € Z, p,q € N, dbd(z,p) =1, dbd(y,q) =1ir p,¢g>0. Sa+beZ
seka, jog pq | ©q + py. Turime, jog p | xq, kadangi dbd(z,p) = 1, tai p | ¢. Analogiskai gauname, kad
q|p = ¢ =p. Tada gauname, jog tenkinamos dvi salygos p | z + y ir p" | 2™ + y". Tegul dbd(z,y) = d,
kadangi dbd(p,d) =1 = p 1 d, tai neprarasdami bendrumo galime tarti, jog d = 1. Tarkime, jog n yra
lyginis. Tada turime, jog * = —y (mod p) = a™ +y" = z" + (—z)” = 22" = 0 (mod p). Kadangi
dbd(z,p) = 1, tai p \ 2 = p = 2. Kadangi dbd(z,y) =1, 0 2 | x + y, tal z,y yra nelyginiai, vadinasi
y" =2" = (22)7 =1 (mod 4). Gauname, jog 4 | 2" | ™ + y™, todél 4 | 1 + 1 priestara. O

Laikas: 4 val. 30 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minudciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 8 tasky.
Leidziamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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