2-0ji Lietuvos merginy matematikos olimpiada
2025 m. gruodzio 13 d., Vilnius

Uzdavinys 1. Yra gerai zinoma, kad bet kokiems teigiamiems realiesiems x1,zs,...,2, ir bet kokiam
naturaliajam skaic¢iui n galioja nelygybé

T+ T2+ Ty
n

> Yx1xo- - T

Taip pat zinoma, kad lygybé galioja tada ir tik tada, kai z1 = 29 = -+ = @p.
Sj fakta galite naudoti Siame uzdavinyje.

(a) Irodykite, kad visiems teigiamiems realiesiems skai¢iams a, b ir ¢ galioja nelygybé ¢ + % + ¢ > 3. Taip
pat nustatykite, kada galioja lygybeé.
(b) Kokia maZiausia reiksme gali jgyti reiskinys ab —|— > + <, kai a,b ir ¢ yra teigiami realieji skaiciai?

a

Sprendimas. (a) Naudokime duota nelygybe, kai n =3 ir 1 = ¢, 22 = %,Jfg =2,
a g bye
Tada gauname, kad % > glab
Taigi ¢ + 24+ <> 3.
Lygybés atvejis galioja tada ir tik tada, kai § = 7 = <. Kadangi iy trijy lygiy trupmeny sandauga yra 1,
tai kiekviena is jy lygi 1, taigi a = b = c.
(b) Perrasykime iSraiska salygoje kaip

a? b c c

Tada, taikydami nelygybe su n = 4, gauname

a? b a2 b c c W1 4
— 4+ — >4 — X = X — X — =44/ - = — = 2V2.
b—i_c2 2 +2a b ¢ 2a 2a 4 2 V2

Norédami parodyti, kad 2\/5 i§ tiesy yra maziausia reikSmeé, turime rasti bent viena a, b, ¢ reikSmiy rinkinj,
kuriam israiska lygi 21/2. Zmome kad nelygybéje lygybé pasiekiama tada ir tik tada, kai visi keturi skaiciai
yra lygus, todél turime

b 2 2a
Tai yra dvi lygtis su trimis kintamaisiais, ta¢iau mums nereikia ju tiksliai i$spresti — mes tiesiog ieskome
tinkamy a, b, ¢ reikSmiy. Tad tarkime a = 1; tuomet lygtis tampa

Padaugine pirmaja lygybe i§ be?, gauname ¢ = b2, taigi ¢ = b, kadangi abu b ir ¢ yra teigiami. I§ antrosios
lygybés gauname b = ¢ = v/2. Galime patikrinti, kad Sios reikimés tikrai tinka:
a® b ¢
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Todél ieskomos israiskos maziausioji reiksmeé yra 2v/2. O
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Uzdavinys 2. Duotas trikampis ABC, kampas A yra statusis. Duotas naturalusis skai¢ius n > 1. Duota,
kad AB = n? — 1, AC = 2n. Taip pat nubréziamas apskritimas (kaip pavaizduota paveikslélyje), jo centras
O yra ant AB ir jis lie¢ia tieses AC' bei BC'. Tarkime, §io apskritimio spindulio ilgis yra r. Raskite visas n
reik8mes, su kuriomis r yra naturalusis skaicius.

C

Sprendimas. IS Pitagoro teoremos galime suskaic¢iuoti BC' ilgj.

BC? = AC? + AB?* = (n? — 1)? + (2n)? = (n? 4+ 1), taigi BC =n? + 1.

Pazymeékime apskritimo ir tiesés BC' lietimosi taska F. Tada Zinoma, kad OF yra statu BC' (nes BC -
liestiné). Tada CF = CA = 2p, taigi BF = n? + 1 — 2n. Taip pat BO =n? — 1 —r.

Pritaikykime Pitagoro teoremg trikampiui BOF: (n? +1—2n)%? +7r2 = (n? — 1 —r)2.

Sia lygt galima atskliausti ir suprastinti, bet galime Siek tiek pagudrauti pritaike kvadraty skirtumo formule:
r2=m?-1-r)2—(n?+1-2n)? = (2n? —2n—7)(2n—2—r), taigi r* = (2n? —2n)(2n —2) —r(2n? — 2) +r?,
2r(n? — 1) = 4(n® — n)(n — 1), abi puses galime padalinti i§ 2(n — 1) (nes n > 1), taigi r = 2n75i_11)
Kadangi r - naturalusis, tai skaitiklis turi dalintis i§ vardiklio. Bet n ir n+ 1 yra tarpusavyje pirminiai, taigi
2(n—1) turi dalintis i§ n+1. Bet akivaizdu, kad padalinus gausime tikrai maziau nei 2 (nes 2(n—1) < 2(n+1).
Kadangi padalinus turi gautis naturalusis skai¢ius,o jis maZesnis uZ 2, tai bus lygus 1, taigi 2(n—1) = n+1,
taigi n = 3.

Nesunku patikrinti, kad tada r =

2n(n—1) _
T o4 -

Uzdavinys 3. Keturi moksleiviai A, B,C ir D dalyvavo bégimo varzybose. Moksleivis A pasaké, kad jis
finiSavo pirmas, B — kad jis finiSavo ketvirtas, C' — kad finiSavo ne pirmas ir ne ketvirtas, o D — kad finiSavo
ne ketvirtas. Zinoma, kad trys moksleiviai saké tiesa, o vienas — pamelavo. Kuris moksleivis finiSavo pirmas,
o kuris paskutinis?

Sprendimas. Jei C' pamelavo, tai jis finiSavo pirmas arba ketvirtas, bet tai reiksty, kad A arba B taip
pat melavo. Vadinasi, moksleivis C' saké tiesa. Jei D pamelavo, tai iSeity, kad ir B pamelavo, o melagis tik
vienas. Taigi moksleivis D taip pat saké tiesa. Jei B buty pamelaves, iSeity, kad né vienas moksleivis nebuvo

paskutinis. Vadinasi, moksleivis B saké tiesa. Jis varzybose buvo paskutinis. Pirmas finiSavo moksleivis D.
O

Uzdavinys 4. Trizenklis skai¢ius abc vadinamas fantastisku, jei galioja ios salygos:
1. abe nesibaigia 0.
2. abc dalinasi i3 36.
3. abc — cba yra teigiamas ir dalinasi i§ 36.

Raskite visus fantastiSkus skaicius.

Sprendimas. 18 pirmos salygos Zinome, kad ¢ # 0. I8 antros salygos Zinome, kad ¢ yra lyginis.

abc — cba = 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b — a = 99(a — b). Tai turi dalintis i§ 36, taigi a — ¢ yra teigiamas ir
dalinasi is 4.

Kadangi ¢ - lyginis (bet ne 0), o a > ¢+ 4, tai ¢ = 2 arba ¢ = 4. Atitinkamai, a = 6 arba ¢ = 8. Kadangi
norimas skai¢ius taip pat dalinasi i§ 9, tai a + b + ¢ dalinasi i8 9, taigi pirmu atveju b = 1, o antru - b = 6.
Gauname skai¢ius 612 ir 864, lengvai patikriname, kad abu atsakymai tinka. O
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Laikas: 4 val. 00 min.

Laikas klausimams: pirmosios 30 minuciy.
Kiekvienas uZdavinys vertas 7 tasky.
LeidZiamos tik rasymo ir braiZymo priemonés.
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